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Prakata

Puji syukur kami panjatkan kepada Tuhan Yang Maha Esa atas berkat dan rahmat-
Nya, kami dapat menyelesaikan penulisan buku siswa Matematika Tingkat Lanjut.
Buku ini disusun untuk memenuhi Capaian Pembelajaran Fase F+ bagi siswa
SMA Kelas XII sesuai dengan Keputusan Menteri Pendidikan dan Kebudayaan
Republik Indonesia Nomor 958/P/2020 dan Keputusan kepala badan penelitian
dan pengembangan dan perbukuan No 028/H/KU/2021 tentang Capaian Pem-
belajaran pada Pendidikan Anak Usia Dini, Pendidikan Dasar, dan Pendidikan
Menengah.

Matematika sering dipandang sebagai mata pelajaran yang abstrak, sulit, dan
tidak relevan dalam kehidupan. Namun, banyak konsep dan prinsip matematika
muncul di alam dan relevan dengan kehidupan sehari-hari.

Tim penyusun berusaha untuk merancang buku teks Matematika Tingkat
LanjutKelas XII semenarik mungkin, agar siswa memiliki minatdan motivasiuntuk
mempelajari matematika. Pada buku ini, siswa diajak untuk mengingat kembali
materi matematika pada jenjang sebelumnya dengan tahap remembering dan
diajak untuk menggunakan teknologi seperti Photomath, GeoGebra, dan Youtube.
Selain menggunakan teknologi, siswa diberikan kesempatan untuk berdiskusi,
berkomunikasi, dan bekerjasama untuk menyelesaikan masalah matematis yang
aplikatif di kehidupan sehari-hari. Pengembangan karakter Profil Pelajar Pancasila
diharapkan dapat tercapai pada beberapa kegiatan pembelajaran yang ada pada
buku ini seperti Ayo Bereksplorasi, Ayo Mencoba, Ayo Berpikir Kritis, dan Ayo
Berpikir Kreatif. Pada beberapa masalah pada latihan soal, kami mengupayakan
agar kemampuan siswa dalam berpikir tingkat tinggi semakin berkembang dengan
memberikan soal berpikir kreatif. Kami berharap karakter Profil Pelajar Pancasila
dan keterampilan abad ke-21 pada siswa semakin berkembang.

Kami mengucapkan terima kasih kepada berbagai pihak yang telah membantu
mewujudkan buku teks Matematika Tingkat Lanjut Kelas X1I, yaitu para penelaah,
yaitu Prof. Dr. Sunardi, M.Pd., Dr. Kiki Ariyanti Sugeng, M.Si., dan Pusat
Kurikulum dan Perbukuan yang telah memfasilitasi tim penulis dan para penelaah
sehingga buku ini dapat terselesaikan. Kami berharap buku teks Matematika
Tingkat Lanjut Kelas XII dapat bermanfaat bagi siswa agar capaian pebelajaran fase
F+ dapat terpenuhi diakhir fase, dan siswa SMA semakin menyenangi matematika
dan merasakan manfaat belajar matematika.

Yogyakarta & Malang, Juli 2021

Tim Penulis
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A. Pendahuluan

1. Tujuan Penyusunan Buku Panduan Guru

Peraturan Menteri Pendidikan dan Kebudayaan Nomor 71 Tahun 2013 mengatur
bahwa buku pelajaran meliputi buku untuk peserta didik dan buku untuk guru.
Buku Panduan Guru Matematika Tingkat Lanjut Kelas XII SMA memiliki empat
fitur utama. Pertama, buku panduan guru digunakan sebagai panduan penggu-
naan dan cara membelajarkan materi pada buku peserta didik matematika tingkat
lanjut SMA kelas XII. Guru dapat terlebih dahulu membaca petunjuk yang ada di
buku guru sebelum memulai setiap kegiatan pembelajaran di Buku Siswa. Buku
panduan guru ini memiliki penjelasan yang lebih detail untuk setiap bagian dari
Buku Siswa, sehingga guru dapat melakukan kegiatan pembelajaran sesuai dengan
tujuan yang telah ditetapkan.

Kedua, buku ini digunakan guru sebagai acuan aktifitas atau kegiatan pem-
belajaran. Buku ini berisi tujuan pembelajaran yang dikemas dalam pengalaman
belajar, tahapan kegiatan pembelajaran, latihan soal terbimbing, latihan soal, dan
alternatif jawaban di setiap subbab. Uji kompetensi dan alternatif jawabannya dibe-
rikan di setiap akhir bab. Oleh karena itu, buku ini diharapkan dapat memudahkan
guru untuk mengidentifikasi kegiatan pembelajaran untuk mencapai pengalaman

belajar yang diinginkan.

Ketiga, buku panduan guru digunakan untuk memberikan gambaran tentang
metode atau pendekatan pembelajaran yang dapat diterapkan dalam pembelajaran
di kelas. Dalam Buku Siswa, setiap materi di setiap bab dimulai dengan apersepsi
yang dekat dengan kehidupan sehari-hari. Buku peserta didik dilengkapi berbagai
kegiatan eksplorasi yang dapat membantu peserta didik memahami konsep yang
disajikan, memberikan alternatif metode pembelajaran yang dapat digunakan un-
tuk berdiskusi, bertanya, dan menjawab pertanyaan dan penemuan. Selain itu,
pada Buku Siswa terdapat alternatif metode pembelajaran yang dapat diterapkan
di kelas, seperti pendekatan kontekstual dan penemuan terbimbing. Berkaitan de-
ngan hal tersebut, pada Buku Panduan Guru ini terdapat alternatif proses pembel-
ajaran dengan pendekatan kontekstual.

Keempat, di dalam buku ini, guru diberikan alternatif untuk melakukan tes
diagnostik, baik diagnosik kognitif maupun non kognitif. Tes diagnostik kogni-
tif bertujuan untuk mengetahui kemampuan peserta didik terhadap ketercapaian
kompetensi peserta didik, sedangkan tes diagnostik non kognitif bertujuan untuk
mengetahui kondisi psikologis peserta didik sebelum menerima materi. Kedua tes
diagnostik ini diperlukan oleh guru untuk mempersiapkan strategi pembelajaran

yang akan dilakukan di kelas.
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Guru juga diharapkan dapat mengembangkan metode dan pendekatan pem-
belajaran yang meningkatkan keterampilan abad 21. Kegiatan pembelajaran me-
mungkinkan guru untuk mengajak peserta didik memperdalam keterampilan
berpikir kritis, kreatif, bekerja sama, dan berkomunikasi. Penerapan keterampil-
an belajar di abad 21 juga erat kaitannya dengan mendorong peserta didik untuk
mengembangkan keterampilan berpikir tingkat tinggi (HOTS). Oleh karena itu,
guru diharapkan mampu memberikan ruang, kesempatan, dan pengalaman belajar
kepada peserta didik, agar mereka tidak hanya memiliki keterampilan berpikir yang
sederhana, tetapi juga terbiasa untuk berpikir tingkat tinggi.

Dengan adanya Buku Panduan Guru ini, diharapkan Capaian Pembelajaran
dapat tercapai. Peserta didik diharapkan dapat (1) memahami konsep terkait
dengan sifat-sifat geometri dengan persamaan (titik, garis, lingkaran, elips,
parabola, parabola.), (2) menerapkan konsep dasar kalkulus (limit, turunan dan
integral) di dalam konteks pemecahan masalah aplikasi dalam berbagai bidang,
dan (3) mengevaluasi hasil keputusan dengan menggunakan distribusi probabilitik
dengan menghitung nilai yang diharapkan.

2. Profil Pelajar Pancasila

Salah satu visi dari Kementerian Pendidikan, Kebudayaan, Riset, dan Teknologi,
yaitu pembelajaran yang mengedepankan Profil Pelajar Pancasila. Profil Pelajar
Pancasila mewujudkan peserta didik Indonesia yang memiliki kemampuan global
dan bertindak sesuai dengan nilai-nilai Pancasila, serta memiliki enam karakteristik
utama, yaitu: (1) beriman, bertakwa kepada Tuhan Yang Maha Esa dan berakhlak
mulia, (2) berkebinekaan global, (3) gotong royong , (4) mandiri, (5) bernalar kri-
tis, dan (6) kreatif.

Beberapa fitur pada Buku Siswa merujuk pada pengembangan Profil Pela-
jar Pancasila, seperti Ayo Mengomunikasikan, Ayo Mencoba, Ayo Bereksplorasi,
Ayo Berpikir Kreatif, Ayo Berpikir Kritis, Ayo Berdiskusi. Dalam membelajarkan
materi pada Buku Siswa, guru dapat berpedoman pada Buku Panduan Guru ini,
sehingga capaian pembelajaran dapat tercapai dan memperkuat karakter Profil Pel-
ajar Pancasila.

3. Karakteristik Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA
Kelas XII

Buku Panduan Guru ini mencakup tiga elemen konten dan lima elemen kecakap-
an. Elemen konten dalam Buku Pelajaran Matematika ini terkait dengan pandang-
an bahwa matematika sebagai materi pembelajaran (subject matter) dan yang harus
dipahami peserta didik antara lain:
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1. Geometri, membahas tentang sifat-sifat geometri dari persamaan (garis
singgung, lingkaran, elips, parabola, hiperbola), serta menggunakan sistem
koordinat untuk membuktikan sifat geometri sederhana secara aljabar,

2. Kalkulus, membahas tentang limit, turunan, dan integral dalam penyelesaian
masalah, dan

3. Analisis data dan peluang, pada materi ini membahas tentang parameter
distribusi data secara statistik (seragam, binomial, dan normal), menghitung
nilai harapan distribusi binomial dan normal dan menggunakannya dalam
penyelesaian masalah.

Cakupan elemen kecakapan dalam buku guru antara lain Pemahaman Ma-
tematis, Penalaran dan Pembuktian Matematis, Pemecahan Masalah Matematis,
Komunikasi dan Representasi Matematis Koneksi Matematis. Elemen kecakapan
tersebut terkait dengan pandangan bahwa matematika sebagai alat konseptual un-
tuk mengonstruksi dan merekonstruksi materi pembelajaran matematika berupa
aktivitas mental yang membentuk alur berpikir dan alur pemahaman yang dapat
mengembangkan kecakapan-kecakapan.

B. Capaian Pembelajaran

1. Deskripsi capaian pembelajran fase F+ kelas XII SMA

Pada akhir fase F+ untuk kelas XII SMA, peserta didik dapat menyatakan sifat-
sifat geometri dengan persamaan (titik, garis, lingkaran, elips, parabola, dsb.).
Peserta didik dapat mengevaluasi hasil keputusan dengan menggunakan distribusi
probabilitik dengan menghitung nilai yang diharapkan. Peserta didik juga dapat
menerapkan konsep dasar kalkulus di dalam konteks pemecahan masalah aplikasi

dalam berbagai bidang.

2. Capaian pembelajaran berdasarkan domain untuk
Matematika Tingkat Lanjut fase F+ kelas XII SMA

Elemen Capaian Pembelajaran

Geometri Di akhir fase F+, peserta didik dapat menyatakan sifat-
sifat geometri dari persamaan (garis singgung, lingkaran,
elips, parabola, hiperbola). Mereka menggunakan sistem
koordinat untuk membuktikan sifat geometri sederhana
secara aljabar.

Buku Panduan Guru
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Elemen Capaian Pembelajaran

Analisa Data Di akhir fase F+, peserta didik dapat menginterpretasi

dan Peluang parameter distribusi data secara statistik (seragam, binomial
dan normal). menghitung nilai harapan distribusi binomial
dan normal dan menggunakannya dalam penyelesaian
masalah,

Kalkulus Di akhir fase F+, peserta didik menerapkan konsep
dasar kalkulus, yaitu limit, turunan dan integral dalam
penyelesaian masalah.

C. Strategi Umum

Buku Siswa dirancang dengan pendekatan Pembelajaran Berbasis Masalah (Problem
Based Learning) dimana peserta didik dihadapkan pada masalah matematis dan
peserta didik diberikan kesempatan untuk menyelesaikan masalah tersebut. Sela-
in itu, guru dapat menggunakan pendekatan lain seperti penemuan terbimbing
(discovery learning). Dengan pendekatan ini, peserta didik memiliki kesempatan
untuk melakukan pra-eksplorasi dan dibimbing melalui pertanyaan pemandu ter-
struktur (scaffolding question) untuk mengeksplorasi konsep-konsep kunci yang
menjadi tujuan belajar mereka. Namun, guru dapat menggunakan berbagai pen-
dekatan lain tergantung pada situasi lokal.

Proses pembelajaran memungkinkan peserta didik untuk melakukan kegiatan
eksploratif secara individu atau kelompok. Interaksi antar murid dan antara guru
dan murid adalah dasar dari pemahaman yang lebih dalam. Guru berperan sangat
penting dalam memimpin kegiatan pembelajaran, membimbing proses berpikir
peserta didik, memfasilitasi diskusi kelas untuk mencapai tujuan pembelajaran
yang diinginkan. Dengan posisi guru dalam aktivitas pembelajaran tersebut, guru
menjadi ujung tombak agar pembelajaran yang dilakukan tidak melenceng dari
arah Capaian Pembelajaran yang sudah ditetapkan.

Guru dapat menggunakan pendekatan flipped classroom sebagai salah satu
alternatif pembelajaran jarak jauh, seperti saat pandemi Covid-19. Pendekatan
ini menekankan pada proses pembelajaran yang dibalik dari yang konvensional.
Urutan pembelajaran yang biasanya/konvensional adalah guru menyampaikan
materi, kemudian peserta didik mengerjakan tugas atau latihan untuk penguatan.
Namun, pada metode flipped classroom, peserta didik mengerjakan soal tutorial
secara asinkronous (melalui Google Classroom, atau yang sejenisnya) dan melakukan
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komunikasi virtual menggunakan Google Meet atau Zoom dalam sesi sinkronous
(online session). Peserta didik bisa mencari buku, berdiskusi, dan bertanya, dengan
tetap melalui pembimbingan dari seorang guru. Guru dapat juga merekam
penjelasan materi sehingga peserta didik dapat menonton pembahasan dan
penjelasan konsep dari soal eksplorasi, setelah sebelumnya melakukan eksplorasi
secara mandiri. Kegiatan di sesi sinkronous lebih banyak digunakan untuk diskusi,
tanya-jawab, dan memberikan umpan balik kepada peserta didik.

D. Penjelasan Bagian-Bagian Buku Peserta didik

1 Peta Konsep

==

Sifat-sifat Limit Fungsi

Limit Fungsi Trigonometri Limit Fungsi Aljabar

2 @ Ayo Mengingat Kembali

3 Ayo Mengomunikasikan

- |

Buku Panduan Guru

Peta konsep yang terdapat pada awal bab
merupakan diagram yang menunjukkan
hubungan antarkonsep yang terdapat
pada setiap bab. Peserta didik perlu men-
cermati peta konsep ini untuk menda-
patkan gambaran yang luas tentang isi
bab tersebut.

Peserta didik diminta untuk mengingat
kembali materi sebelumnya sebagai ma-
teri prasyarat untuk mempelajari materi
baru.

Peserta didik mengomunikasikan penda-
pat atau hasil diskusi di dalam kelompok.
Dengan mengomunikasikan hasil diskusi
ini, peserta didik dapat mempresentasi-
kan gagasan yang sudah disepakati di da-
lam kelompok. Seperti pada etika dalam
presentasi, peserta didik diminta untuk
menghargai teman yang sedang presen-
tasi. Dengan sikap saling menghargai ini,
karakter berakhak mulia pada elemen
Profil Pelajar Pancasila yang pertama ya-
itu beriman, bertakwa kepada Tuhan
Yang Maha Esa dan berakhak mulia da-
pat berkembang menjadi lebih baik.
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Peserta didik diharapkan dapat menger-
& @ jakan soal atau kegiatan sejenis setelah di-
berikan penjelasan penyelesaian satu soal
atau lebih. Pada kegiatan Ayo Mencoba,
peserta didik dapat melakukan kegiat-
an ini secara mandiri atau berkolaborasi
dengan teman sekelompok. Peserta di-
dik diharapkan memiliki rasa tanggung
jawab atas proses dan hasil belajar yang
telah diperoleh. Diharapkan karakter go-
tong royong dan mandiri pada Profil Pel-
ajar Pancasila dapat berkembang menjadi

lebih baik.

Peserta didik berpikir kreatif jika dapat
5 L@j Ayo Berpikir Kreatif ) membuat ide atau alternatif solusi yang
baru dan berbeda dari hal umum. Pada
kegiatan Ayo Berpikir kreatif ini, peserta
didik dapat menghasilkan gagasan, karya,
atau tindakan yang orisinil, sehingga ka-
rakter kreatif dalam Profil Pelajar Panca-
sila dapat berkembang.

Pada kegiatan Ayo Berpikir Kritis, pe-

6 @ serta didik diharapkan memiliki penga-
laman untuk memproses informasi dan
gagasan, menganalisis, dan mengevaluasi
penalaran, merefleksikan pemikiran dan
proses berpikir, serta mengambil suatu
keputusan dengan cermat. Dengan me-
latih kemampuan berpikir kritis ini, se-
cara tidak langsung peserta didik telah
mengembangkan keterampilan abad 21
serta mengembangkan karakter Profil
Pelajar Pancasila.
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Ayo Berdiskusi

8 @ Ayo Bereksplorasi

=) o

10 Q Tahukah Kalian?

- |

Buku Panduan Guru

Bertukar pikiran antar peserta didik
dan menyatakan gagasan merupakan
kegiatan yang bermanfaat untuk
memperdalam pengetahuan, sehingga
dapat menyelesaikan masalah atau
menjawab pertanyaan. Selain bermanfaat
untuk memperdalam pengetahuan, pada
kegiatan Ayo Berdiskusi diharapkan
peserta didik dapat berlatih untuk
berkolaborasi, peduli, dan berbagi
kepada sesama, sehingga karakter Profil

Pelajar Pancasila dapat berkembang
menjadi lebih baik.

Peserta didik melakukan kegiatan ini
untuk menyelidiki konsep matemati-
ka yang berkaitan dengan pembahasan
materi. Eksplorasi selalu dilakukan se-
belum peserta didik mendalami konsep
matematika beserta aplikasinya. Kegiatan
Ayo Bereksplorasi dapat dilakukan secara
mandiri atau secara kolaborasi. Dengan
kegiatan ini, peserta didik diharapkan
memiliki rasa tanggung jawab atas proses
dan hasil belajar yang diperoleh. Harap-
annya elemen gotong royong dan man-
diri pada Profil Pelajar Pancasila dapat
berkembang menjadi lebih baik.

Bagian ini memberikan definisi untuk
membantu pemahaman peserta didik
atas konsep yang dipelajari. Peserta didik
diminta untuk memperhatikan definisi
dari suatu konsep agar dapat digunakan
untuk membuktikan suatu sifat atau ma-
salah matematis

Bagian ini diberikan pengetahuan umum
meliputi tokoh-tokoh matematika terka-
it materi yang akan dipelajari.
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11 — Bagian ini memberikan sifat-sifat konsep
@ di matematika, sehingga membantu
pemahaman peserta didik atas konsep
yang dipelajari. Peserta didik diminta
untuk memperhatikan sifat-sifat dari
suatu konsep agar dapat digunakan
untuk menyelesaikan suatu masalah
matematis yang dipelajari.

12 Merupakan suatu peluang kejadian yang
dapat terjadi jika peserta didik melaku-

kan percobaan tidak sesuai dengan pe-

tunjuk guru. Guru perlu memperhatikan

kejadian miskonsepsi agar peserta didik

melakukan kegiatan seperti perintah atau

petunjuk yang diberikan.

13 : Teknologi memudahkan peserta didik
Ayo Gunakan Teknologi untuk menyelesaikan masalah atau pe-

kerjaan matematika. Peserta didik dapat
memanfaatkan kalkulator dan berbagai
aplikasi untuk mengerjakan tugas. Peser-
ta didik memilih teknologi yang sesuai
dengan kebutuhan dan kemampuan me-
reka.

Photomath merupakan salah satu aplikasi

“ D) ) e ik uncak pembelr
yang dapat digunakan untuk pembelajar
an matematika. Pada kegiatan ini peserta
didik dan guru dapat melakukan peme-
riksaan ulang terhadap hasil yang diper-
oleh apakah sudah benar atau belum.
Apabila hasil yang diperoleh belum be-
nar, maka perlu dilihat kembali jawaban
untuk melihat apakah ada langkah yang
keliru dalam proses menyelesaikan masa-
lah matematis
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16 Soal Berpikir Kreatif

17 Contoh Soal

Contoh Soal 1.14

s singgung lingkaran L = 2°+ 5= 4, jika
a. mempunyai kemiringan 2.
b, membentuk sudut 45° terhadap sumbu X positif.
. sejajar garis 223y + 4= 0.

18 Alternatif Penyelesaian

Alternatif Penyclesaian:
Bagiana
Dari penjelasan sebelumnya, nilai 7 dapat dicari sebagai berikut.
n=tr(m 1) =22 (22 41) =+ 20.
Maka diperolch bahwa 1, = 20 dan 12,= ~200.
Jadi, p ng lingkaran L = 2%+ 4= 4 dengan kemiringan 2
adalah = 2 +20 dany = 2 - 20.

Bagian b

Jadi, persamaan garis singgung lingkaran L = 2%+ 4= 4 yang membentuk suduc
45° terhadap sumbu X posititf adalah

19 Latihan Soal Terbimbing

Latihan Soal Terbimbing 1.12
Tentukan persamaan gars singgung
lingkaran yang melalui ttik Q{(1,-3),
jika persamaan ya adalah

g
=22+=16 H:

L L=2+y=16 s

2 L=x+y-8r-2y+12=0.  bentukpersa

Alternatif Penyelesaian:

Untuk bagian 1, dengan menggunakan prinsip bagi adil, dipcrolch bahwa
persamaan garis singgung lingkaran yang melalui titik Q (1,-3) adalah scbagai
berikut

alui titik Q(1,-3) adalah

gung L = 12+ =16 y:

Jadi, pe
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Pada bagian ini, peserta didik diharapkan
dapat mengkreasikan alternatif solusi
dari soal yang dihadapi, menghasilkan
alternatif gagasan, karya atau tindakan.
Selain itu pada jenis soal ini, peserta didik
juga harus memproses informasi dan
gagasan, menganalisis dan mengevaluasi
penalaran, merefleksikan pemikiran dan
proses berpikir serta mengambil suatu
keputusan dengan cermat.

Bagian ini diberikan untuk membantu
pemahaman peserta didik atas konsep
yang dipelajari. Perhatikan contoh soal
dan kaitkan dengan penjelasan sebelum-
nya agar peserta didik merasakan manfa-
at bagian tersebut.

Alternatif  penyelesaian  merupakan
suatu alternatif untuk menyelesaikan
contoh soal, latihan soal terbimbing dan
latihan soal. Seperti pengertian alternatif
yaitu beberapa kemungkinan, guru
dipersilahkan  menggunakan bentuk
atau model jawaban yang lain dalam
menyelesaikan contoh soal, latihan soal
terbimbing dan latihan soal.

Peserta  didik  diharapkan  lebih
memahami konsep yang dipelajari.
Peserta didik harus memperhatikan
arahan dalam setiap langkah pada latihan
soal terbimbing dan mengaitkan dengan
contoh soal pada bagian sebelumnya
agar mereka merasakan manfaat bagian
tersebut.
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19 Pengayaan

4. Pengayaan: Garis Singgung Pada Irisan Kerucut (Parabola,
Elips dan Hiperbola).

iris ue

a. Menentukan Persamaan Garis Singgung Melalui Titik 7{x, 4,)
pada Irisan Kerucut

but. Begitu pula untuk m
,) pada irisan kerucut, kalian dapat menggunak:

tukan persamaan

20 Latihan Soal

Latihan Soal 1.5
1. Tentukan titik potong dua lingkaran berikut!.
o LEX+F-20-4y+1=0 d

2+4- 20 -8y +9=0.

b LEx+y-20-4y+1=0 L4327 -4y +4=0.

an bahwa dua lingkaran berikut saling bersinggungan. Kemudian
singgungnyal
a LE=2+yp-2r-4y+1=0dan L=
b
3. Tunj ahwa kedudukan dua lingl t ini tidak berpotongan
dan tidak bersinggungan!
A LEZ+p+4y+3=0dn LET+y-4T -2y +1=0.
b, L =x'+y*-6r+4y+12=0 dan L, =2+ 5+ 2r +8y-8=0.

tentukan
-8z - 12y +43=0.
+y- 127 + 20y +55=0.

I+ Y+ 6x -4y -23=0 dan

21 Uji Kompetensi

Uji Kompetensi

>

Tentukan persamaan garis sejajar dengan +2y - 5 =
an L= 2+ *+102 - 6y - 2= 0 menjadi dua bagian yang samal

ilingkar-

3. Jika kuasa titik M@, 4) = 0 terhadap lingkaran L = 2%+ 47 - 25 = 0, tentu-
Kanlah nilai dari a!

4. Jika titik A dan B berada pada lingkaran L = 2= y* - 6x -2y + k=0,
maka garis singgung lingkaran yang melalui titik A dan Bberpotongan di titik
C(8,1). Jika luas perscgi panjang yang melalui titik A, B, dan C'serta pusat ling-
karan adalah 12, tentukanlah nilai dari k!

21 Refleksi

Ringkasan dan Refleksi

Q=D

i
ikan dengan kalimat sendiri me-

!
ngenai hal berikut.

1. Apa yang membedakan persamaan lingkaran, parabola, elips, dan hiperbola?
Bagaimana cara menemukan unsur-unsur pada lingkaran, parabola, elips, dan
hiperbola?

3. Bagaimana cara menentukan persamaan lingkaran, parabola, elips, dan hiper-

bola,jika diketahui unsur unsurnya?

4. Bagaimana menentukan persamaan garis singgung terhadap lingkaran, para-
bola, clips dan hiperbola?

L

Pengayaan digunakan untuk memperluas
atau memperdalam  wawasan dan
pemahaman atas konsep matematika
yang sedang dipelajari. Materi pengayaan
dapatbersifat sebagai pendalaman materi,
penerapan dalam bidang teknologi/
informatika, atau kegiatan eksplorasi/

proyek.

Latihan soal memili tiga jenis tingkat
kesulitan, yaitu dasar, menengah, dan
tinggi. Pertanyaan pada tingkat dasar
berupa jawaban pendek yang menguiji
pemahaman konsep dan keterampilan
dasar. Pertanyaan tingkat menengah be-
rupa permasalahan yang lebih terstruk-
tur, sedangkan tingkat tinggi merupakan
permasalahan aplikasi dan keterampilan

tingkat tinggi (HOTS).

Terdapat pada setiap akhir bab dan me-
rupakan sarana bagi guru untuk meng-
ukur pencapaian peserta didik dalam to-
pik bab. Peserta didik dapat mengerjakan
sejumlah soal yang bervariasi, mulai dari
yang sederhana hingga yang kompleks.
Selain itu, soal dapat berupa hitungan
ataupun pemahaman konsep.

Pada akhir bab atau subbab, peserta di-
dik akan diajak memikirkan kembali apa
yang sudah dipelajari dan seberapa da-
lam/tepat pemahaman mereka atas pem-
belajaran pada bagian tersebut.
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E. Alternatif Pembelajaran

Guru dapat melaksanakan beberapa alternatif pembelajaran yang sesuai dengan
situasi, kondisi dan kebutuhan peserta didik. Dalam buku ini disediakan beberapa
video pembelajaran yang dapat membantu peserta didik dalam belajar mandiri
seperti video pembelajaran yang terdapat pada https://belajar.kemdikbud.go.id/
dan yang terdapat pada Youtube WBU Math Chanel dengan link https://www.
youtube.com/channel/UCtmq577WXnRDIEb2ApsalAw. Video pembelajaran
tersebut dapat membantu guru ketika menerapkan pembelajaran dengan
pendekatan flzpped classroom. Guru dapat memberikan kegiatan eksplorasi kepada
peserta didik dengan memanfaatkan video pembelajaran yang diberikan kemudian
ketika sesi tatap maya menggunakan Google Meet atau Zoom. Selain itu, dengan
bimbingan guru, peserta didik dapat berdiskusi dan mengerjakan latihan soal yang
ada pada Buku Siswa.

Buku Panduan Guru ini berisi tentang kiat-kiat pemisahan (distinctive teac-
hing) untuk peserta didik berprestasi dan peserta didik dengan kecepatan belajar
tinggi (advanced learning). Penggunaan alternatif teknologi juga ditawarkan di

lingkungan sekolah, di mana peserta didik tidak memiliki akses ke teknologi yang
dibutuhkan.

Penggunaan Teknologi

Teknologi membantu dalam proses pembelajaran matematika. Ada beberapa tek-
nologi alternatif yang tersedia, seperti Kalkultaor saintifik, Geogebra, Photomath
dan Mathway. Selain yang disebutkan di atas, guru dapat menggunakan teknologi
atau aplikasi lainnya. Guru perlu mengetahui tentang teknologi terbaru agar pe-
ngetahuan selalu terbarukan dan mengikuti perkembangan zaman.

1. Kalkulator Saintifik

Kalkulator jenis ini selain dapat dimanfaatkan untuk menghitung operasi dasar
matematika juga dapat dimanfaatkan untuk fungsi-fungsi matematika yang lain,
seperti menghitung limit, turunan dan analisis data. Setiap tipe kalkulator memi-

liki instruksi spesifik yang dapat dipelajari pada buku manualnya.
2. GeoGebra

GeoGebra memiliki versi berbasis daring, versi yang dapat digunakan secara
luring pada laptop dan juga ada versi Android. GeoGebra dapat digunakan untuk
menghitung seperti kalkulator, juga dapat digunakan untuk membuat grafik,
bangun datar maupun bangun ruang. Perbedaan utama penggunaan aplikasi
dengan kalkulator terletak pada tombol-tombolnya yang merupakan tombol
virtual.
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3. Mathway

Mathway merupakan aplikasi berbasis windows dan android, sehinggga aplikasi
ini dapat diaplikasikan pada komputer maupun pada gawai. Cara menggunakan
Mathway hampir menyerupai kalkulator yang didesain secara daring, sehingga
dapat digunakan oleh peserta didik untuk membantu proses perhitungan
matematis, beserta dengan langkah-langkah untuk menyelesaikannya.

4. Photomath

Photomath adalah aplikasi yang menggunakan kamera ponsel peserta didik untuk
menemukan jawaban atas pertanyaan matematika. Photomath sangat mudah
digunakan. Artinya, saat peserta didik membuka aplikasi, arahkan kamera ke
polling, lalu ambil foto. Photomath akan segera menjelaskan detailnya tanpa
campur tangan pengguna yang rumit.

F. Sistem Penilaian Hasil Belajar

Untuk mencapai tujuan pembelajaran yang diinginkan oleh semua peserta didik,
proses monitoring dan evaluasi pembelajaran berlangsung terus menerus sepanjang
proses pembelajaran (penilaian formatif atau assessment for learning) dan pada akhir
proses pembelajaran (penilaian sumatif atau assessment of learning). Peserta didik
juga terlibat dalam penilaian diri (assessment as learning) untuk mengembangkan
keterampilan metakognitif (se/f-learning monitoring).

Guru dapat melakukan penilaian formatif dan memberikan umpan balik ke-
pada peserta didik melalui kegiatan Ayo Mencoba, Latihan Soal Terbimbing, dan
Latihan Soal. Penilaian sumatif dapat dilakukan melalui tes atau uji kompetensi
di akhir bab. Peserta didik memiliki banyak kesempatan untuk menilai diri sendiri
melalui aktifitas Refleksi pada berbagai tahapan proses pembelajaran dan kegiatan
refleksi di akhir bab. Materi perbaikan proyek juga merupakan kesempatan bagi
guru untuk menilai pengetahuan, keterampilan, dan aspek lain seperti kerja tim
dan keterampilan komunikasi.

G. Kegiatan Tindak Lanjut

Guru dapat melacak proses dan hasil belajar peserta didik dengan berbagai cara,
termasuk perbaikan dan peningkatan. Bagian ini menjelaskan secara singkat
implementasi perbaikan dan penyempurnaan.

1. Kegiatan Remedial

Peserta didik yang belum mencapai kriteria ketuntasan belajar berkesempatan un-
tuk memperbaiki hasil belajar melalui kegiatan remedial. Setelah menganalisis hasil
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penilaian sumatif untuk mengidentifikasi permasalahan kesulitan yang dihadapi
oleh peserta didik, guru dapat dengan tepat menyusun kegiatan pembelajaran dan
remedial sesuai dengan kebutuhan peserta didik. Kegiatan remedial dapat dilaku-
kan dengan cara penugasan, tutorial sebaya, ataupun pengerjaan ulang soal-soal
Latihan Terbimbing, Latihan Soal dan Uji Kompetensi yang telah tersedia di Buku
Siswa.

2. Pengayaan

Untuk peserta didik dengan kecepatan belajar tinggi (advanced learner) kegiatan
pengayaan dapat diberikan untuk memperdalam dan memperluas kompetensi
yang telah dimiliki oleh peserta didik tersebut. Kegiatan ini dilakukan ketika guru
masih memiliki waktu untuk melaksanakan pembelajaran, sehingga peserta didik
yang masuk dalam kategori cepat dapat belajar secara optimal. Kegiatan pengayaan
dapat dilakukan dengan berbagai cara, misalnya penugasan, tutorial sebaya, proyek,
dan pemecahan masalah. Fitur-fitur dalam Buku Siswa yang dapat digunakan
untuk keperluan kegiatan pengayaan antara lain Ayo Mengomunikasikan, Ayo
Bekerja Sama, Ayo Berdiskusi, Ayo Berpikir Kritis, dan Ayo Berpikir Kreatif.

H. Interaksi Guru dengan Orang Tua

Prestasi akademik seorang peserta didik tidak hanya tergantung pada peran guru,
tetapi juga pada peran orang tua atau wali murid. Guru harus menjalin kerjasama
yang baik dengan orang tua atau wali murid sebagai mitra untuk menyampaikan
pentingnya matematika dan fakta bahwa semua peserta didik dapat belajar mate-
matika bersama orang tua mereka. Kegiatan ini dapat menumbuhkan sikap dan
persepsi positif terhadap matematika berkesinambungan baik di sekolah maupun
di rumah. Guru perlu menerima umpan balik orangtua dan wali murid, terutama
mengenai kepentingan dan tantangan yang dihadapi peserta didik. Dengan demi-
kian, Anda dapat membedakan belajar berdasarkan kebutuhan peserta didik. Guru
dapat memberikan ide-ide untuk mendukung pembelajaran anak mereka. Misal-
nya, bagaimana orang tua mempersiapkan lingkungan belajar yang mendukung,
bagaimana mendorong anak mereka ketika mereka sedang malas belajar, dan bagai-
mana memuji prestasi minimal anak mereka. Selain itu, guru perlu menginforma-
sikan orang tua dari sistem pembelajaran matematika atau metode yang digunakan
di sekolah, terutama untuk pendekatan baru untuk orang tua, seperti metode kelas
terbalik. Hal ini harus dilakukan untuk menghindari miskonsepsi bahwa guru “ti-
dak mengajar”, karena peserta didik belajar di rumah atau sendirian. Keseimbang-
an kognitif penting agar proses belajar juga dapat didukung oleh orang tua.
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Bab 1 Geometri
Analitik

Setelah mempelajari bab Geometri Analitik, diharapkan peserta didik:
1. Mampu menentukan persamaan lingkaran, elips, parabola, dan hiperbola.
2. Mampu menentukan elemen-elemen’ lingkaran seperti pusat dan jari-jari lingkaran dari
persamaan lingkaran:
. Dapat menentukan kedudukan (posisi) garis terhadap lingkaran.
4. Dapat menentukan persamaan garis singgung lingkaran.
. Mampu menentukan unsur-unsur elips, parabola, dan hiperbola seperti titik fokus, titik pusat, dan
asimtot. g '
. Mampu memecahkan masalah kontekstual yang berkaitan dengan lingkaran, elips, parabola dan
hiperbola.
. Mampu memecahkan masalah kontekstual yang berhubungan dengan garis singgung elips,
parabola, dan hiperbola. -
Peta Konsep

Irisan Kerucut

Lingkaran ‘ Elips Parabola Hiperbola

ot
Kedudukan Garis
Terhadap Lingkaran

Garis Singgung
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Elemen Geometri pada Matematika Tingkat Lanjut untuk SM A kelas XII mem-
bahas tentang geometri analitik bidang. Materi ini bertujuan untuk mengem-
bangkan kemampuan peserta didik untuk memahami dan bernalar untuk me-
nentukan persamaan irisan kerucut, menentukan kedudukan titik dan garis
terhadap irisan kerucut, serta menentukan persamaan garis singgung terhadap
irisan kerucut. Karena irisan kerucut merupakan bagian dari geometri analitik,
maka dalam memecahkan masalah yang berkaitan dengan irisan kerucut ini di-
harapkan peserta didik dapat melakukan secara aljabar. Peserta didik diharapkan
tidak menggunakan gambar geometri untuk menyelesaikan permasalahannya.

Pada bagian pertama, peserta didik akan mempelajari tentang lingkaran.
Pada Subbab ini, mengulas tentang persamaan lingkaran, baik persamaan
lingkaran dengan titik pusat (0,0), maupun pusat lingkaran disebarang titik
selain (0,0). Selanjutnya, peserta didik mempelajari kedudukan titik dan garis
terhadap lingkaran. Ada 3 kedudukan titik terhadap lingkaran yang dibahas
pada materi ini, yaitu titik di dalam lingkaran, titik pada lingkaran, dan titik di
luar lingkaran. Pada garis terhadap lingkaran juga ada 3 kedudukan, yaitu garis
memotong lingkaran, menyinggung lingkaran, dan garis tidak memotong dan
tidak menyinggung lingkaran. Pada bagian akhir subbab lingkaran, peserta didik
diharapkan dapat menentukan persamaan garis singgung lingkaran. Untuk
subbab kedua buku ini membahas tentang irisan kerucut berbentuk parabola,
elips dan hiperbola. Pada subbab ini, peserta didik mempelajari materi tentang
persamaan irisan kerucut berbentuk parabola, elips, dan hiperbola, termasuk
mengidentifikasi unsur-unsur irisan kerucut berbentuk parabola, elips, dan

hiperbola.

Materi pengayaan pada bab geometri analitik terdiri dari kedudukan dua
lingkaran dan persamaan garis singgung irisan kerucut berbentuk parabola,
elips, dan hiperbola. Materi pengayaan dirancang untuk dapat diberikan kepada
peserta didik atau dalam kelompok, agar mereka dapat mengembangkan poten-
si secara optimal dengan sisa waktu yang relatif lebih singkat. Berkaitan dengan
hal ini, materi pengayaan irisan kerucut dibahas pada bagian akhir bab di buku
ini.
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Panduan Pembelajaran

Sebelum membahas tentang materi irisan kerucut baik untuk lingkaran, parabola,
elips, mapun hiperbola, peserta didik diberikan apersepsi kontekstual berupa
penggunaan gigi depan sepeda (chain ring), gigi belakang sepeda (sprocket), dan
roda sepeda yang berkaitan dengan lingkaran. Selain itu, parabola, kompor tenaga
surya, dan menara pendingin (cooling tower) menggunakan bentuk parabola.
Cooling tower atau menara pendingan biasanya digunakan oleh pabrik kimia, kilang
minyak, dan pusat pembangkit listrik. Menara ini merupakan alat penghilang
panas yang digunakan untuk memindahkan kalor buangan ke atmosfer. Untuk
memudahkan peserta didik dalam mengkonkretkan bentuk irisan kerucut, guru
disarankan untuk menggambarkan sepasang kerucut dengan ujung kerucut yang
saling berhimpitan, kemudian sepasang irisan kerucut tersebut diiris seperti pada
Gambar 1.1.

4 &

Lingkaran Elips Parabola Hiperbola

Gambar 1.1. Bentuk Irisan Kurva

@ Ayo Mengingat Kembali

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru memandu peserta didik untuk
berdoa menurut agama dan kepercayaan masing-masing. Hal ini bertujuan untuk
menguatkan salah satu elemen Profil Pelajar Pancasila, yaitu beriman, bertakwa ke-
pada Tuhan Yang Maha Esa, dan berakhlak mulia. Selanjutnya, guru dapat mela-
kukan tes diagnostik non kognitif dan tes diagnostik kognitif. Tes diagnostik non
kognitif bertujuan untuk mengetahui kondisi psikologis peserta didik sebelum
menerima materi. Pada diagnostik non kognitif, guru dapat menanyakan kondisi
peserta didik seperti “Bagaimana kondisi hari ini?”, “Apa yang sedang kalian rasa-
kan hari ini?”, “Bagaimana perasaan kalian saat belajar dari rumah?”, atau “Hal apa
yang paling menyenangkan dan tidak menyenangkan?”. Tes diagnostik kognitif di-
berikan kepada peserta didik di awal pembelajaran untuk mengetahui kompetensi
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peserta didik, menyesuaikan pembelajaran di kelas dengan kompetensi rata-rata pe-
serta didik, dan memberikan pembelajaran tambahan kepada peserta didik dengan
kompetensi di bawah rata-rata. Tes diagnostik kognitif dapat dilakukan dengan
tanya jawab berkaitan dengan aturan Pythagoras, persamaan linier, jarak antara
dua titik, jarak titik terhadap garis, trigonometri (terutama pada sinus, cosinus, dan
tangen), dan fungsi kuadrat.

A. Lingkaran dan Garis Singgung
1. Definisi Lingkaran

Ayo Mengomunikasikan

Guru meminta pendapat peserta didik terkait dengan definsi lingkaran dari
beberapa definsi yang telah dituliskan pada Buku Siswa. Guru dapat mengarahkan
pada kata kunci untuk definisi lingkaran yaitu jarak yang sama dan titik tertentu.
Kegiatan ini bertujuan untuk mengkonstruksi pengetahuan peserta didik terkait
dengan definisi lingkaran.

2. Persamaan Lingkaran

Pada bagian ini, guru dapat menunjukkan Yy
persamaan lingkaran dengan pusat lingkaran
berada pada pusat sumbu koordinat. Agar

»
»

peserta didik mudah memahami materi, guru : Alz,y)
disarankan menggambar lingkaran dengan ,
pusat di titik (0,0) seperti Gambar 1.2. LY
. . . 1 _IE |-
Dari segitiga AOA'A yang merupakan 2l AT > X

segitiga siku-siku, diperoleh bahwa
0OA? = OA™ + A'A% Telah diketahui bahwa
panjang OA adalah jari-jari atau 7, panjang
OA'" adalah x, dan panjang A'A adalah y,
sehingga persamaan lingkaran dengan pusat ,

A . Gambar 1.2. Lingkaran dengan Pusat O
(0,0) dan jari-jari 7 dapat dinyatakan dengan (0,0) dan Jari-Jari -
X+1P=r.

Begitu juga pada lingkaran dengan pusat selain 0(0,0), guru dapat meng-
gunakan gambar lingkaran dengan pusat sembarang titik P (a,0) pada bidang
koordinat kartesius, seperti pada Gambar 1.3. Dengan memperhatikan segitiga

APQ’Q dan dengan menggunakan aturan Phytagoras, diperoleh bahwa PQ* = (Q’

Py +(Q Q).
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Telah diketahui bahwa panjang PQ
adalah jari-jari atau 7, QP adalah (x-a), dan
PQadalah (y-0), sehingga dapat dinyatakan
dengan

r’= (xr-a)*+ (y-b)*.
Guru menyampaikan kepada peserta didik
bahwa lingkaran memiliki persamaan
berbentuk x*+ >+ Ax + By + C =0, selain
berbentuk x?+y* = 7? dan (x-a)* + (y-b)*
= 7% Guru menjelaskan bahwa Persamaan ‘ ‘
2%+ = r* dan (x-a)? + (y-b)* = r? adalah a T
persamaan  bentuk  baku, sedangkan
persamaan berbentuk x>+ 3>+ Ax+ By +
C = 0 adalah persamaan lingkaran bentuk

Y
A

Gambar 1.3. Lingkaran dengan Pusat P
(a,b) dan Jari-Jari r.

umum.

Agar peserta didik dapat memahami konsep materi persamaan lingkaran,
guru dapat memberikan alternatif contoh soal yang ada pada Buku Siswa seperti
Contoh Soal 1.1 untuk persamaan lingkaran dengan pusat (0,0), Contoh Soal
1.2 dan Contoh Soal 1.3 untuk persamaan lingkaran dengan pusat P(a,b). Guru
diperbolehkan menggunakan model contoh soal yang sejenis untuk memberikan
penjelasan kepada peserta didik terkait dengan persamaan lingkaran.

@ Ayo Mencoba

Kegiatan Ayo Mencoba terdiri dari dari latihan soal terbimbing yang harus
dilengkapi oleh peserta didik dengan bimbingan guru. Bentuk bimbingan yang
dapat dilakukan oleh guru adalah dengan melakukan tanya jawab pada bagian
yang kosong pada Latihan Soal Terbimbing. Adapun Alternatif Penyelesaian pada
setiap Latihan Soal Terbimbing adalah sebagai berikut.

Ve B

Latihan Soal Terbimbing 1.1

Jika suatu lingkaran memiliki titik pusat O dan diameter lingkaran d = 43.
L Tentukan persamaan lingkaran tersebut!

/

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui bahwa lingkaran memiliki pusat O dan diameter d = 43. Guru dapat
memberikan pertanyaan diagnostik kognitif secara lisan berkaitan dengan definisi
diameter. Guru bersama dengan peserta didik menyimpulkan bahwa diameter
pada lingkaran merupakan dua kali jari-jari (27).
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Selanjutnya, guru dapat melakukan dengan menghitung jari-jari lingkaran
dengan cara membagi diameter lingkaran dengan dua, sehingga diperoleh bahwa

ro= % = 42—‘6 =2 \/g atau 7 = 12. Dengan menyubstitusikan 7* = 12 maka persa-
maan lingkaran adalah 2°+ y* = 12.

Ve

Latihan Soal Terbimbing 1.2

Adi diberikan tugas oleh guru matematika untuk menggambar sebuah
lingkaran melalui titik 7°(6,-8). Selain itu, lingkaran tersebut memiliki pusat
lingkaran pada titik 0(0,0). Karena Adi memiliki rasa ingin tahu yang tinggi,
Adi berencana untuk menentukan persamaan lingkaran tersebut. Dapatkah

kalian membantu Adi untuk menentukan persamaan lingkaran tersebut?
-

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui bahwa pusat lingkaran berada pusat koordinat 0(0,0). Karena lingkaran
melalui titik 7°(6,-8), dengan menggunakan jarak dua titik, maka jari-jari lingkaran
adalah O7?= (6 - 0)* + (-8 -0)* = 100.

Panjang OT adalah jari-jari lingkaran, sehingga persamaan lingkaran yang digambar
oleh Adi adalah x* + y> =100.

p
Latihan Soal Terbimbing 1.3
Jika suatu lingkaran berpusat di titik P(2,-4) dan jari-jari lingkaran 7 = 43,
- tentukan persamaan lingkaran tersebut!

Alternatif Penyelesaian:

Pada soal diketahui bahwa lingkaran memiliki pusat P(2,-4) , hal ini berarti bahwa
koefisien @ = 2 dan b = —4. Selain itu jari-jari lingkaran sebesar 4\/5 , sehingga
r* = 48. Dengan menyubstitusikan ke persamaan lingkaran (x-a)* + (y-b)* = 2
diperoleh bahwa persamaan lingkaran adalah (x-2)* + (y+ 4)* = 48.

Ve

Latihan Soal Terbimbing 1.4
Jika lingkaran memiliki jari-jari 7 = 443 dan berpusat di titik P(2,—4).
. Tentukan persamaan lingkaran tersebut!

Alternatif Penyelesaian:

Pada Latihan Soal Terbimbing 1.3, telah diperoleh bahwa persamaan lingkaran
dengan pusat P(2,—4) dan jari jari 443 adalah (r-2)* + (y+4)* = 48. Persamaan
lingkaran ini kemudian dijabarkan sehingga diperoleh persamaan

x> —4x+y*+8y-30 = 0.
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Setelah guru membahas alternatif penyelesaian latihan soal terbimbing atau model
soal yang sejenis, guru dapat melakukan kegiatan Ayo Mengomunikasikan dan Ayo
Berdiskusi yang ada pada Buku Siswa. Guru diharapkan dapat mengajak peserta di-
dik untuk berani menyampaikan pendapat mereka dengan percaya diri dan meng-
hargai pendapat rekan lainnya yang berbeda.

Tujuan dari dua kegiatan ini adalah peserta didik dapat menjabarkan
persamaan lingkaran (x-a@)* + (y-0)* = * menjadi 2*+y*+ Ax +By+C = 0. Selain
itu, peserta didik diminta mencari pusat dan jari-jari dari persamaan lingkaran
T’+y*+Ax+By+C=0. Apabila peserta didik kesulitan untuk menjabarkan
persamaan lingkaran (x-a)? + (y—b)* = r*menjadi 2> +y* +Ax +By + C = 0, guru
dapat menggunakan alternatif sebagai berikut.

(x-a)*+ (y-b)*=r>.

2 +y*-2ax-2by +a*>+b*-r*= 0.
Guru dapat memisalkan A = -2a, B = -2b,dan C = a*+ b* — %, maka persamaan
yang diperoleh dapat dinyatakan dengan x* + > + Ax + By + C=0.
Dari permisalan A = —2a diperoleh bahwaa = —% Adanb = —% B, titik (@,b) inilah
yang disebut dengan titik pusat persamaan lingkaran x* + y* + Ax + By + C=0.
Selain itu, dari C =a?+ b* — r? diperoleh bahwa 7 =va* + b — C. Inilah rumus
yang dapat digunakan untuk menentukan jari-jari dari persamaan lingkaran
X2+ y*+Ax +By+ C=0.

Latihan Soal Terbimbing 1.5
Sebuah lingkaran L memiliki persamaan L = x*+ y*- 8x -2y - 8§ = 0.

Tentukanlah pusat dan jari-jari lingkaran L tersebut!

Alternatif Penyelesaian:

Dari soal diketahui pada persamaan L = x>+ y*— 8x-2y — 8 = 0, diperoleh bahwa
A=-8,B=-2,dan C = -8. Misalkan pusat lingkaran L adalah P (x,y), maka un-
tuk menentukan pusat lingkaran dapat dilakukan dengan cara

r=a= —%A = —%(—8) =4dan y=b= —%B: —%(—2) = 1, sechingga pusat lingkaran
pada P(4,1).

Misalkan jari-jari lingkaran L adalah 7, untuk menentukan jari-jari 7 dapat meng-

gunakan rumus

r=J(ZAY +(L)=C = J(4 + (1) —(-8) =16+ 1+8 =5.
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I@) Ayo Berpikir Kreatif )

Setelah kegiatan pembelajaran pada materi ini berakhir, guru dapat meminta
kelompok yang sudah dibentuk pada kegiatan Ayo Mencoba sebelumnya untuk
dapat berpikir kreatif tentang permasalahan yang ada pada kegiatan Ayo Berpikir
Kreatif. Peserta didik diharapkan dapat berpikir kreatif untuk menunjukkan 5
sifat persamaan lingkaran x* + y* + Axr + By + C = 0 yang telah dituliskan pada
kegiatan Ayo Berpikir Kreatif. Apabila mereka kesulitan untuk menunjukan sifat
tersebut, guru dapat menggunakan Alternatif Penyelesaian berikut.

a. Jika A = 0, maka pusat lingkaran terletak pada sumbu Y,
Alternatif pembuktian sifat ini
Karena A = 0 maka x* + y* + Ax + By + C =0 Pada bagian sebelumnya telah
diperoleh bahwa A = -2a, karena A = 0 maka @ = 0, selain itu B = -2b dan C
=a*+ b - r’ sehingga > + y* + (-2D)y + (&* + b> - r*) = 0.
2+ y* -2by + b* =12
2+ (y - by=r>.
Persamaan ini menunjukkan bahwa pusat berada pada titik (0,0), sechingga
persamaan X* + y* + By + C= 0 pusat lingkaran berada pada sumbu Y karena
X bernilai 0.
b. Jika B =0, maka pusat lingkaran terletak pada sumbu X
Alternatif pembuktian sifat ini:
Karena B = 0 maka x* + y* + Ax + By + C = 0. Pada bagian sebelumnya telah
diperoleh bahwa B = -2b, karena B = 0 maka b = 0, selain itu A = ~2a¢ dan C
=a*+ b* - r’ sehingga 1%+ ¥* + (-2a)x + (@* + b* - r*) = 0.
xrr-2ax + @+ y* =r.
(x-a)y*+y*=r~
Persamaan ini menunjukkan bahwa pusat berada pada titik (@,0), sehingga

persamaan x>+ y*+ Ax+ C=0 pusat lingkaran berada pada sumbu X karena
y bernilai 0.

Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
terdapat pada Latihan Soal 1.1 berikut. Alternatif penyelesaian telah disediakan

untuk membantu guru.
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Latihan Soal 1.1

1. Diketahui pusat lingkaran terletak pada titik pusat 0 (0,0). Tentukan per-
samaan lingkaran tersebut, jika:

a. jarijari 7 =+/15 b. diameterd = %\/g
Penyelesaian:
a. x*+y*=15. b. X2+ 2=
/ ™

2. Diketahui lingkaran berpusat pada titik pusat kartesius O (0,0). Tentukan
persamaan lingkaran tersebut yang melalui titik:

a. A(1,2). b. E(11,9)

Alternatif Penyelesaian:
a. Karena melalui titik A(1,2), maka jari-jari 7> = (1-0)* + (2-0)* = 5, sehingga
persamaan lingkaran adalah x> + y* = 25.

b. Karena melalui titik £(13,5), maka j jari-jari 72 = (3 -0)* +(5-0)? = 17, sehingga
persamaan lingkaran adalah x* + 3% = 109

- ~
3. Tentukan unsur lingkaran (pusat dan jari-jari), jika diketahui persamaan
lingkarannya adalah sebagai berikut:
a. (-1 +(x+5)*=9 C. T*+yY+4xr-6y-17=0
b. x*+ y*-6x +8y -39=0 d. *+y*=15

AN /’

Alternatif Penyelesaian:

a. Karenaa =1dan b = -5, maka pusat lingkaran pada titik (1,-5). Selain itu 7>
=9, maka jari-jari 3.

b. Karena A = -6, makaa = -3, B = 8, makax = 4, dan C = -39, schingga pusat
lingkaran terletak di titik (-3,4).

A

Jari-jari lingkaran dapat dicari dengan rumus 7 = \/ (’7) +(£ ) —C sehingga
r=J@P+ P —C = (=37 + (47 —(-39) = V64 =8,

c.  Dengan cara yang sama dengan bagian c, diperoleh bahwa pusat lingkaran di
titik (~2,3), dan jari- jari 7 = /30 .

d. Karenaa=0dan b =0, maka pusatlingkaran pada titik (0,0). Selain itu 7* =15,
maka jari-jari V15

4. Sebuah persegi ABCD secara berturut turut terletak pada titik A(1,1),
B(4,1), ((4,4), dan D(1,4). Tentukanlah persamaan lingkaran yang
menyinggung keempat sisi persegi ABCD tersebut!

AN /
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Alternatif Penyelesaian:
Jari-jari lingkaran merupakan jarak AB = \/ (4-1°-(1-17°=3.
Sedangkan pusat lingkaran terletak pada titik potong diagonal AC dan BD,

misalkan pusat lingkaran tersebut adalah P(x,y), maka P = +1=1,5dan Py =41
= 1,5, schingga pusat terletak pada (1%,1%).

Persamaan lingkaran adalah

(T =3V +(y-37=9

3. Kedudukan Suatu Titik Terhadap Lingkaran

Pada bagian ini, guru dapat menunjukkan kemungkinan kedudukan (posisi) titik
terhadap lingkaran dengan menggunakan Gambar 1.4. Adapun kemungkinan
kedudukan tersebut adalah (@) kedudukan titik A(x,y) di dalam lingkaran, ()
kedudukan titik A(x,y) pada lingkaran, dan (¢) kedudukan titik A(x,y) di luar

lingkaran.

Y Y Y
r' 'y 7 N

OA(z,y)

» X > X » X

(a) Posist titik di dalam Lingkaran (b) Posisi titik pada Lingkaran (c) Posisi titik di luar Lingkaran
Gambar 1.4. Posisi Titik terhadap Lingkaran

Bersama dengan peserta didik, guru dapat menyimpulkan bahwa:

1. Syarat titik titik A(x,y) berada di dalam lingkaran jika kuasa titik A(x,y)
bernilai negatif atau K Arg) < 0,

2. syarat titik A(x,y) berada pada lingkaran jika kuasa titik bernilai nol atau
K )= 0, dan

Ay
3. syarat titik A(x,y) berada di luar lingkaran jika kuasa titik bernilai positif atau

K )>0.

Ay
Guru dapat memberikan alternatif contoh soal yang ada pada Buku Siswa seperti
Contoh Soal 1.7 hingga Contoh Soal 1.11 agar peserta didik semakin memahami
materi kedudukan titik terhadap lingkaran. Guru diperbolehkan menggunakan
model contoh soal yang sejenis untuk memberikan penjelasan kepada peserta didik
terkait dengan persamaan lingkaran.
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@ Ayo Mencoha

Pada kegiatan Ayo Mencoba pada kedudukan titik terhadap lingkaran, terdiri
dari dari latihan soal terbimbing yang harus dilengkapi oleh peserta didik dengan
bimbingan guru. Bentuk bimbingan yang dapat dilakukan oleh guru adalah dengan
melakukan tanya jawab pada bagian yang kosong pada latihan soal terbimbing.
Alternatif’ bentuk bimbingan yang dapat dilakukan oleh guru adalah dengan
membentuk kelompok dengan menempatkan tutor sebaya di setiap kelompok
tersebut. Tutor sebaya ada di setiap kelompok, dengan tujuan untuk memberikan
umpan balik dan dukungan terhadap teman sekelompoknya. Peserta didik lebih
cenderung berani (percaya diri) untuk bertanya kepada tutor sebaya dan tidak
takut/sungkan bertanya walaupun pertanyaan yang diajukan termasuk sederhana.
Tutor sebaya dapat memotivasi belajar peserta didik lainnya. Adapun Alternatif
Penyelesaian pada Latihan Soal Terbimbing 1.6 — 1.9 adalah sebagai berikut.

e N

Latihan Soal Terbimbing 1.6
Selidiki apakah titik A(1,-2) berada di dalam lingkaran L = x* + 3> = 25!

A /

Alternatif Penyelesaian:
Substitusikan titik A(1,-2) ke persamaan lingkaran L = x*+y* = 25, sehingga
diperoleh bahwa K, , , = (1)* +(-2)* - 25 = -20. Karena diperoleh nilai kuasa

titik A(1,-2) kurang dari nol, maka kedudukan titik A(1,-2) terletak di dalam
lingkaran L = x* + y* = 25.

Ve Y

Latihan Soal Terbimbing 1.7
Selidiki apakah titik A(3,-3) berada pada terhadap lingkaran L = x* + y*> =18

AN /

Alternatif Penyelesaian:

Substitusikan titik A(3,-3) ke persamaan lingkaran L = x* + y* =18, sehingga
diperoleh bahwa K A3 (3)* +(-3)* - 18 = 0. Karena diperoleh nilai kuasa sama
dengan nol, maka kedudukan titik A(3,-3)) terletak pada lingkaran L = x*+y>
=18.

e ~

Latihan Soal Terbimbing 1.8
Tentukan kedudukan titik A(7,5) terhadap lingkaran L = x*+y*-8x-2y-8 = 0!

AN J
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Alternatif Penyelesaian:
Kuasa titik A(7,5), yaitu K, o = (7 +(5)*-8(7)-2(5)-8=0.

73)
Karena diperoleh nilai kuasa sama dengan nol, maka kedudukan titik A(7,5)

kedudukan terletak pada lingkaran L = x* + y* -8x-2y-8 = 0.

Latihan Soal Terbimbing 1.9
Tentukan kedudukan titik A(8,3) terhadap lingkaran L = x*+y>-8x-2y+8 = 0!

Alternatif Penyelesaian:

Substitusikan titik A(8,3) ke persamaan lingkaran L = x*+ y> -8x -2y +8 = 0,
sehingga diperoleh bahwa K A3 (8)*+(3)*-8(8) - 2(3) + 8=11. Karenadiperoleh
nilai kuasa sebesar 11, maka kedudukan titik A(8,3) terletak diluar lingkaran
L=2x*+y*-8x-2y+8=0.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan
yang ada pada Latihan Soal 1.2. Alternatif penyelesaian telah disediakan untuk
membantu guru.2

P
Latihan Soal 1.2

1. Diketahui titik A(2,3), B(2,8), C(8,5), dan D(5,3), tentukan kedudukan
titik tersebut terhadap lingkaran
a. L=x’+y* -8xr-2y +8=0
b. L= (x+2)*+[y-3)*=9

Alternatif Penyelesaian:

Tabel 1.1. Ringkasan Jawaban Nomor 1 Pada Latihan Soal 1.2

Bagian Titik Persamaan Lingkaran Teieacillzl{ilﬁznglz rt:ll; L

a A(2,3) Di dalam lingkaran
B(2,8) o, Di dalam lingkaran
C(8,5) L=r+y -8x-2y +8=0 Di luar lingkaran
D(5,3) Di dalam lingkaran

b A(2,3) Di luar lingkaran
B(2,8 _ Di luar lingkaran
CES,S; L=(@+27+(y-3)=9 Di luar linZkaran
D(5,3) Di luar lingkaran
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Vs ~N
2. Tentukan batasan nilai @ apabila diketahui:
a. Titik P(a,1) terletak di dalam lingkaran L = (x-1)*+ (y+3)*= 9.
b. Titik P(2a,a) terletak di luar lingkaran L = (x+3)*+ (y-3)*= 9.

AN /’

Alternatif Penyelesaian:

a. Dengan menyubstitusikan titik P (a,1) ke persamaan lingkaran L = (x-1)*+
(y+3)*= 9, diperoleh
K, =(@-1*+(1+3)*-9=a*-2a+8=(a-4)(a+?2).

P(a,1)
Syarat kedudukan suatu titik berada di dalam lingkaran adalah kuasa titik
bernilai negatif, maka syarat kedudukan titik P(a,1) didalam lingkaran

L=(x-1*+(y+3)=9adalah K, <0, maka(a-4)(a+2)<0

P(a,1)

Dengan menggunakan bantuan garis bilangan diperoleh bahwa
+++ - - = +++

Dari garis bilangan tersebut terlihat @ bernilai negatif berada pada interval
-2 < a < 4. Jadi, kedudukan titik P(a,1) terletak di dalam lingkaran
L= (x-1) "+ (y + 3)*- 9 = 0 maka @ harus berada pada -2 < @ < 4.

b. Titik P(a,1) terletak di luar lingkaran L = (x + 3)*+ (y -3)*= 9
(@+3)+(1-3)y=09.
a*-6a+4=0.
(@a-4)a-2)=0.
Syarat titik P(2a, @) berada di lingkaran adalah (@ - 4)(@ - 2) = 0, maka @ = 4
atau @ = 2.

" 3. Tentukan nilai t yang memenuhi kedudukan titik A(2¢,-t) yang terletak )
pada lingkaran L= 2*+ 3> + 2x + 8y - 2=0!

A /’

Alternatif Penyelesaian:

Titik A(2t,~¢) terletak di dalam lingkaran x*+ y* + 2+ 8y - 2=0.
(28)% + (=2)* + 2(2t) + 8(-t) - 2= 0.
StP—4t-2=0.
Syarat titik A(2¢,—t) berada di lingkaran adalah ¢, =2 + 2414 atau t,=%- 2414.

(4. Diketahui titik B(b,-1) dan lingkaran L = 22>+ 2y* +20x -12y -32 = )
0. Tentukan batasan nilai 4 yang memenuhi titik 5(b,-1) berada di luar

i !
L lingkaran! )
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Alternatif Penyelesaian:
Titik B(b,~1) terletak di luar lingkaran L = 22>+ 2y* +20x - 12y -32 = 0.
B+ (=1)% + 20(b) - 12(~1) - 32 = 0.
b*+20b-19=0.
(b-1)(b +20)=0.
Syarat titik B(6,—1) berada di luar lingkaran adalah 22*+ 2> +20x — 12y -32 > 0,

dengan menggunakan bantuan garis bilangan diperoleh bahwa
+++ - - - +++
DT 20
Dari garis bilangan tersebut terlihat bahwa agar titik B(b,-1) terletak di dalam
lingkaran L maka b berada pada interval -1 < b < 20.

[
»

4. Kedudukan Garis Terhadap Lingkaran

Sebelum menyampaikan materi tentang kedudukan garis g terhadap lingkaran L,
guru diharapkan melakukan tes diagnostik kognitif terlebih dahulu. Tes diagnostik
kognitif dapat dilakukan dengan tanya jawab berkaitan dengan nilai diskriminan
suatu fungsi kuadrat, seperti "Apa itu nilai diskriminan?”, "Bagaimana cara
menentukan nilai diskriminan suatu fungsi kuadrat?”, "Apakah kalian mengetahui
D = b?* - 4ac?", dan "Apabila nilai diskriminan bernilai positif, fungsi kuadrat
menmiliki berapa akar real?".
Y Y Yy

A A g A
g

B

> > >X

(a) Kedudukan garis g memotong (b) Kedudukan garis g menyinggung (c) Kedudukan garis g tidak
lingkaran lingkaran memotong dan tidak

Gambar 1.5. Kedudukan garis g terhadap lingkaran

Setelah melakukan tes diagnostik, guru dapat menggambar kedudukan garis &
terhadap lingkaran L seperti pada Gambar 1.5, serta mengaitkannya dengan syarat
suatu garis: (1) memotong lingkaran, (2) menyinggung lingkaran, dan (3) tidak
memotong dan tidak menyinggung lingkaran. bersama dengan peserta didik, guru
dapat menyimpulkan bahwa (1) syarat garis g memotong lingkaran adalah D > 0,
(2) syarat garis g menyinggung lingkaran adalah D = 0, dan (3) syarat garis g tidak
memotong dan tidak menyinggung lingkaran adalah D < 0.
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@ Ayo Berpikir Kritis

Guru dapat menyampaikan kepada peserta didik tentang syarat kedudukan garis
g terhadap lingkaran L. Pada bagian ini guru dapat memberikan pertanyaan
pemantik seperti “Mengapa garis £ yang memotong lingkaran L syaratnya adalah
nilai diskriminan lebih dari 0?”, “Mengapa garis & yang menyinggung lingkaran L
syaratnya adalah nilai diskriminan sama dengan satu dari 02”7, dan “Mengapa garis
g yang tidak memotong dan tidak menyinggung lingkaran L syaratnya adalah nilai
diskriminan kurang dari 02”. Untuk membuktikan ketiga pertanyaan pemantik
tersebut, guru dapat menggunakan Alternatif Penyelesaian berikut.

a. Jika nilai Diskriminan pada fungsi kuadrat (1+m?)x?+ (2mk+A+Bm)x + k> +
Bk + C =0 bernilai positif (D > 0), maka posisi garis g memotong lingkaran L.

Guru dapat memberikan penjelasan secara logis bahwa apabila nilai suatu
diskriminan bernilai positit (D > 0), maka persamaan tersebut memiliki
dua akar persamaan (dalam hal ini adalah nilai dari absis x), dengan
menyubstitusikan ke persamaan lingkaran L, maka diperoleh 2 titik yang
terletak pada lingkaran. Dua titik inilah yang disebut dengan titik potong
pada lingkaran.

b. Jika nilai Diskriminan pada fungsi kuadrat (1+m?)x*+ (2mk+A+Bm)x +k* +

Bk + C=0 bernilai nol (D = 0), maka garis g bersinggungan dengan lingkaran
L.

Guru dapat memberikan penjelasan secara logis bahwa apabila nilai suatu
diskriminan bernilai positif (D = 0), maka persamaan tersebut memiliki
satu akar persamaan (dalam hal ini adalah nilai dari absis x), dengan
menyubstitusikan ke persamaan lingkaran L, maka diperoleh satu titik yang
terletak pada lingkaran. Dua titik inilah yang disebut dengan titik singgung
pada lingkaran.

c. Jikanilai Diskriminan pada fungsi kuadrat (1 + m?)x*+ (2mk + A + Bm)x +k*
+ Bk + C =0 bernilai negatif (D < 0), maka garis g tidak memotong dan tidak
menyinggung lingkaran L.

Guru dapat memberikan penjelasan secara logis bahwa, bila nilai suatu
diskriminan bernilai negatif (D < 0), maka persamaan kuadrat tersebut
memiliki memiliki akar imajiner. Akibatnya persamaan kuadrat tersebut
tidak memiliki akar real, dengan kata lain bahwa persamaan kuadrat tidak
memotong sumbu X (dalam kasus ini, maka tidak memiliki nilai x). Karena
persamaan kuadrat tidak memiliki nilai &, maka tidak ada titik potong antara
garis g dengan lingkaran L.
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I\@) Ayo Berpikir Kreatif )

Pada kegiatan berpikir kreatif, guru dapat membagi peserta didik menjadi dua
kelompok. Pada kelompok pertama, peserta didik dapat mengkreasikan kedudukan
garis terhadap lingkaran bentuk persamaan L = (x - @)*+ (y - b)*= % Untuk
kelompok kedua, peserta didik dapat mengkreasikan kedudukan garis terhadap

lingkaran bentuk persamaan L = x*+ y*=r*

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba pada kedudukan titik terhadap lingkaran, terdiri
dari contoh soal dan latihan soal terbimbing yang harus dilengkapi oleh peserta
didik dengan bimbingan guru. Bentuk bimbingan yang dapat dilakukan oleh guru
adalah dengan melakukan tanya jawab pada bagian yang kosong pada latihan soal
terbimbing. Adapun Alternatif Penyelesaian Latihan Soal Terbimbing 1.10 dan
1.11 adalah sebagai berikut.

[ Latihan Soal Terbimbing 1.10
Selidikilah setiap kedudukan garis berikut terhadap lingkaran L = x*+ y*
-6x+8y+21=0
a. garisg:y =3x - 2.
b. garis by = 2.
C. garis Ly +3x-2=0.

AN /

Alternatif Penyelesaian:
Untuk kasus a), Alternatif Penyelesaian dapat dilihat pada Buku Siswa.
Untuk kasus b) Substitusikan y = 2 ke persamaan
L=x*+y* - 6x+ 8y + 21 = 0, diperoleh bahwa
x* + (2x)* - 6x + 8(2x) + 21 = 0.
5x*+ 10x +21=0.

Dari persamaan fungsi kuadrat ini diperoleh bahwa D = *~4ac = (10)* - 4(5)(21)
= -320. Karena diperoleh nilai diskriminan D < 0, maka garis g tidak memotong
dan tidak menyinggung lingkaran L = x*+ y* - 6x + 8y + 21 = 0.
Untuk kasus ¢)

Dengan cara yang sama pada bagian a dan b, diperoleh bahwa nilai diskriminan D
< 0.Karena D < 0, maka garis g tidak memotong dan tidak menyinggung lingkaran

L=x’+1y>*-6x+8y +21=0.
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[ Latihan Soal Terimbing 1.11

Selidiki apakah garis /:x - y — 1 = 0 memotong lingkaran L = x>+ y* + 4x - ¥

+1 = 0. Jika memotong, tentukan titik potong lingkaran tersebut!
\ J

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menyelidiki apakah garis /2 dan lingkaran L berpotongan, perlu ditunjukkan
bahwa persamaan kuadrat yang diperoleh dengan menyubstitusikan persamaan
garis /1 ke persamaan lingkaran L memiliki nilai diskriminan bernilai positif.

X+ +4xr-y +1=0.
r+x - 1)P+4xr—-(x-1)+1=0.
2x*+3xr +1=0.
Dari persamaan fungsi ini diperoleh bahwa D = b*>-4ac = (3)*- 4(2)(1) = 1. Karena
diperoleh nilai diskriminan D > 0, maka garis :x +y - 1 = 0 memotong lingkaran
L=x*+y> +4xr-y+1=0.
Dengan menggunakan faktorisasi pada persamaan kuadrat 2x*+ 3x + 1 = 0, di-
peroleh
2r+1)(x+1)=0.
x, = —% ataux, = -1.
Untuk kasus x, = —%, diperoleh
LEX+ ) +4x -y +1=(-3P+ ¥+ 4(-3) -y +1=p+y+7=0.
Karena diperoleh diskriminan bernilai negatif (D) < 0) untuk persamaan kuadrat
Y*+ Y +7 =0, maka pada x = ~1 tidak ada titik potong padanya.
Untuk kasus x, = -1, diperoleh
L=xr*+y*+4r-y+1=(-1) +y*+4(-1)-y+1=y*-y-2=0.
Dengan menggunakan faktorisasi pada persamaan kuadrat 3> - y — 2 = 0, diperleh
bahwa
(¥ +1)y-2)=0.
y,=-latauy,=2.
Jadi, titik potong garis /2 dan lingkaran L terletak pada (-1,-1) dan (-1,2).

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
ada dilatihan 1.3. Alternatif penyelesaian telah disediakan untuk membantu guru.
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p
Latihan Soal 1.3

1. Diketahui persamaan lingkaran L = x*+ y* + 4x — y + 1 = 0. Tentukan
kedudukan garis di bawah ini dengan lingkaran L
a Sr+y=2 b. k:x =0.

Alternatif Penyelesaian:

a. Dari persamaan garis x + y = 2, dapat dinyatakan dengan y = 2 — x, sehingga
dengan menyubstitusikan ke persamaan lingkaran L = x*+ y*+ 4xr -y + 1 =
0 diperoleh x> + (2 - x)* + 4x — (2 — x) + 1 = 0 atau dapat dinyatakan dengan
X’ + 4x + 3 = 0. Dari persamaan kuadrat 22> + x + 3 = 0, diperoleh bahwa a
=2, b =1dan ¢ = 3. Dengan menyubstitusikan koefisien @, b, dan ¢ ke rumus
diskriminan, maka didapat

D=b—4ac = 17 - 42)(3)= -23.

Karena diskriminan yang diperoleh adalah D < 0 maka garis : x + y = 2 tidak
memotong dan tidak menyinggung lingkaran L= x*+ 3> + 4x -y + 1=0.

b. Dengan menyubstitusikan x = 0 pada persamaan lingkaran x*+ y* + 4x —
y + 1 =0, diperoleh > - y+ 1 = 0. Dari persamaan kuadrat * - y+ 1 =0,
diperoleh bahwa a = 1, b=-1danc=1. Dengan menyubstitusikan koefisien
a, b, dan ¢ ke rumus diskriminan, maka didapat

D= b>-4ac = (-1)* - 4(1)(1)= -3.
Karena diskriminan yang diperoleh adalah D < 0 maka garis k: x = 0 tidak
memotong dan tidak menyinggung lingkaran L = x*+ 3> + 4x -y +1=0.

2. Diketahui garis y = kx + 1 danlingkaran L = (x - 1)+ (¢ + 1)*= 4. Tentukan
syarat k agar garis y tidak memotong lingkaran L!

Alternatif Penyelesaian:
Dengan menyubstitusikan y = kx +1 ke persamaan lingkaran L = (x - 1)*+
(y + 1)*= 4, diperoleh

(x =1+ ((fx+1)+1)?=4.

x2-2x+1+kx*+4kx+4-4=0.

(1+k?) x* - (2-4k)x + 1= 0.
Dari persamaan kuadrat (1+£%) x> — (2-4k)x + 1 =0, diperoleh bahwaa = 1 + &2,
b = -2 + 4k, dan ¢ = 1. Dengan menyubstitusikan koefisien @, b, dan ¢ ke rumus
diskriminan, maka D =b>-4ac = (4k-2)*-4(1+k?*)(1) = 12k>-16k- 8.
Berdasarkan materi kedudukan garis terhadap lingkaran, yang telah dipelajari
bahwa suatu garis tidak memotong dan tidak menyinggung lingkaran apabila
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diperoleh nilai diskriminan kurang dari 0 (D < 0), maka
12k*-16k -8 < 0.
3k*—4k -2 <0.
Dengan mengingat pertidaksamaan kuadrat pada jenjang sebelumnya, diperoleh
bahwa daerah himpunan yang memenuhi pertidaksamaan kuadrat 3k*- 4k
-2 < 0 adalah {i_l 10 <k<%+%\/ﬁ}. Jadi, syarat k agar garis y = kx + 1

tidak memotong6 d:16n menyinggung lingkaran L = (x-1)*+(y+1)* = 4 adalah

{%—% 10 <k<%+%\/ﬁ}-

(3. Tunjukkan bahwa persamaan garis g: pr + qy - r* yang memotong
lingkaran L = x*+ y*> - > = 0 di dua titik berlainan, apabila titik V(p,q)

berada di luar lingkaran!

Alternatif Penyelesaian:

27 . .
- qp = substitusikan ke

Garis g&: pxr + qy - r*> dapat dinyatakan dengan ¥ =
persamaan lingkaran L = x*+ y* - r*= 0, schingga diperoleh

2_ 2
2?4 (2E) =2

r‘=2priz+p’a’ _ a2
— =

x’+ r

P\ p2 2 2\
(1+q2)x . 1‘+(q2 r)—O.
Dari persamaan ini diperoleh bahwa
_ (2077 _ PN 2\ a2 a2 2
D—b2—4ac—( 7 ) 4(1+q2)(q2 r)—4r +5 (a r).
Karena titik NV (p, q) berada di luar lingkaran maka p*> 77, sehingga @* - 7*> 0.

Akibatnya 4r* + “q—’;z(a2 - 7’2) =D > 0. Jika nilai D > 0, maka persamaan garis
&: px + qy - r* memotong lingkaran L = x>+ y*— r*= 0 di dua titik.

4 Tentukan nilai p, agar garis y = — & + p terletak di luar lingkaran
L=xr+y*-2xr-4y +3=0!

. /

Alternatif Penyelesaian:

Dengan menyubstitusikan y = — x + p ke persamaan lingkaran x*+ 3> - 2x - 4y
+ 3 =0, diperoleh x> + (-x + p)* - 2x — 4 (-x + p) + 3 = 0, atau dapat dinyatakan
202 - (2p-2)x+p*-4p+3=0.

Dari persamaan kuadrat 2* — (2p — 2)x + p* - 4p + 3 = 0, diperoleh bahwa a = 2,
b=-(2p-2)=2-2p,danc=p* - 4p + 3. Dengan menyubstitusikan koefisien @,

b dan ¢ ke rumus diskriminan, maka
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D=0b~4ac =(2-2p)* - 4Q2)(p*-4p +3)=p* - 6p +5.
Dengan memfaktorkan diperoleh bahwa p, = 5 atau p = 1.

Berdasarkan materi kedudukan garis terhadap lingkaran yang telah dipelajari bahwa
suatu garis menyinggung lingkaran apabila diperoleh nilai diskriminan lebih dari
nol (D > 0), sehingga diperoleh p < 1 atau p > S.

Jadi, syarat p agar garis y = ~x+p berada di luar lingkaran x>+ y*- 2xr — 4y +3=0
adalah {p < 1ataup > 5}.

5. Persamaan Garis Singgung Lingkaran

Sebelum menyampaikan materi tentang persamaan garis singgung lingkaran,
guru diharapkan melakukan tes diagnostik kognitif terlebih dahulu untuk untuk
mengetahui capaian kompetensi peserta didik sebelum memperoleh materi ini.
Tes diagnostik kognitif dapat dilakukan dengan tanya jawab berkaitan dengan
materi kedudukan garis menyinggung lingkaran. Guru dapat menanyakan nilai
diskriminan suatu fungsi kuadrat, syarat suatu garis & menginggung garis L,
kemiringan suatu garis, dan definisi tangen suatu sudut.

Setelah memberikan pertanyaan diagnostik, guru dapat merefleksikan materi
kedudukan garis yang menyinggung lingkaran. Selanjutnya guru menyampaikan
bahwa untuk menentukan persamaan garis singgung lingkaran ada tiga cara
yang dapat dilakukan, yaitu (a) titik singgung telah ditentukan, (b) kemiringan
garis singgung lingkaran telah ditentukan, dan (c) sebuah titik di luar lingkaran
yang telah ditentukan. Untuk lebih jelas terkait ketiga cara tersebut, guru dapat
memberikan penjelasan seperti berikut.

a. Titik Singgung Telah Ditentukan

Dengan menggunakan Gambar 1.6, guru
menjelaskan proses untuk menentukan
persamaan garis singgung yang diketahui
titik pada lingkaran Y,
L=(x-ay+y-by=r.
Dengan memperhatikan segitiga PT'T, b
z—a

garis PT dan garis g tegak lurus, maka

Karena

sehingga kemiringan My =

Mppm, = -1, sehingga (i‘:g)mg =-1 atau
1

Sl Eme) L
mg = - Y, —b) crsamaan garis £ sendirl

dapat ditentukan dengan menggunakan

Gambar 1.6. Proses Menentukan Garis
Singgung

persamaan (y-¥,) = m,, (x-x,), schingga
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x—a

(v-4,) =~ (3=3)@-=,).
(y_yl)(yl_b) = _(xl_a)(x_xl)'
vy, —yb—y2+ by, =—xx, + x>+ ax - ax,

x2+y =yy, —yb+ by, +xx, +ax, — ax.
xr-ax, +y>- by, =yy, -yb+xx -ax.
x - ax,—ax +y*- by — by, = (yy,~yb)+(xx,—ax) — ax,— by, .
x?—2ax,+a*+yr?—2by + 0" =yy, —yb + xx, — ax - ax, - by, + a*+ b
(r,—a)*+ (y,~b)* = xx — ax + yy, — by, — by — ax, + a*+ b
r*=(x,—a)x + y(y,— b) — (x + a)a + (b-y,)b.
r*= [(x,—a)x - (x,+a)a] + [(b-y,)b + y(y,~b)].
r’=(x-a)(x,~a) + (y-b)y,~b).

Persamaan terakhir inilah yang disebut dengan persamaan garis singgung g pada
lingkaran L.

Guru perlu menekankan kepada peserta didik bahwa bentuk persamaan garis
singgung L = (x-a)*+ (y-b)*= r* adalah (x-a)(x,~a) + (y-b)(y,-b) = r*. Proses
ini disebut dengan “bagi adil”. Guru dapat menyampaikan kepada peserta didik
terkait dengan prinsip bagi adil dari

(x-a)* adalah (x-a)(x,-a).
(y-b)* adalah (y-b)(y,-b).
3x adalah w

3y adalah w

Ayo Berdiskusi

Pada aktivitas Ayo Berdiskusi, guru dapat membagi peserta didik menjadi
2 kelompok. Kelompok pertama, diberikan tugas untuk berdiskusi untuk
membuktikan bahwa persamaan garis singgung lingkaran pada titik 7(x,, ¥,)
dengan bentuk persamaan L = x*+ y*= 7> adalah xx, + yy, = r*. Kelompok
kedua , diberikan tugas untuk berdiskusi untuk membuktikan bahwa persamaan
garis singgung lingkaran pada titik 7{x,, ¥,) dengan bentuk persamaan L = x* +
y*+ Ax + By + C=0adalah
xx1+yyl+A(I;—x‘) +B (y;—y‘)+C=0.
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Apabila peserta didik mengalami kesulitan untuk membuktikannya, guru dapat
menggunakan alternatif pembuktian berikut.

1. Membuktikan bahwa persamaan garis singgung lingkaran L = x>+ y*= > di
titik 7(x,, y,) adalah xx + yy, = >

Misalkan persamaan lingkaran L = x>+ y*= r* dan titik 7{x, y,) dan U(x, y,)

terletak pada lingkaran L, sehingga persamaan garis 7U adalah yyz —_ny = jz __3;11
atau

y-y,
Karena titik 7{x,, ¥,) terletak pada hngkaran L, maka berlaku x >+ y *= 1.
Karena titik U(x,, y,) terletak pada lingkaran L, maka berlaku x>+ y,>= >,
Dengan melakukan eliminasi 7> pada persamaan x >+ y *= r*dan x,*+ y,*= 17,
diperoleh bahwa

xl2+yl=x+y,

y22 _ ylz __ (xzz_IIZ).

(yz - yl)(yz + yl) =~ (1'2 - xl)(x2 + xl)'
Y=Y _ T

Lr— I Y+,

Substitusikanlah persamaan £27% = _ “*% ke persamaan
B Lr=I Yty
¥y, = (7=3-)(x-x,), sehingga diperoleh y ~ y, = — (ZL)(x ~ x,). Apabila
Yy+y

titik U(x,,,) bergerak mendekati 7(x,,y,), schingga titik U(x,,) dan titik

1(x,,y,) berhimpit. Akibatnya x, = x, dan y, = y,, sehingga persamaan
Y- y,=-(Z2)(x - x,) menjadi
y-y=- (0@ -2).

Y

2
v-u=- G -x).
(y - yl) ylz _(xl)(x - xl)'
Yy, +xx, =x>+y >
2. Membuktikan bahwa persamaan garis singgung lingkaran

L=x*+y + Ax + By + C=0dititik 7(x,, y,) adalah
ax +yy, = AL Y oo,
Dar1 persamaan garls smggung lingkaran berbentuk (xr-a)(x,~a) + (y -b)
(y,~b) = r*, dengan menjabarkan persamaan garis singgung ini maka diperoleh
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(x-a)(x,~a) + (y-b)(y,~b) = r*.
(xx, - ax - ax, +a*) + (yy, - by - by, + b) = r*.
xx +yy, —ax +x)-by+y)+a*+b-r*=0.
Dengan menyubstitusikan @ = - %, b=- % ,dan C = @+ b* - r*, sehingga
diperoleh xx, + yy, - a(x+x,) - b(y+y,) + a*+ b* - r* = 0.
XX, +YY, + é(x+x1) + % (y+y)+ C=0.

yey
;1+C=0.

X+ X
XX, + Yy, +AT‘ +B

Agar peserta didik dapat memahami materi kedudukan titik terhadap
lingkaran, guru dapat memberikan alternatif contoh soal yang ada pada Buku
Siswa seperti Contoh Soal 1.13, Latihan Soal Terbimbing 1.12, dan Latihan Soal
Terbimbing 1.13. Guru diperbolehkan menggunakan model contoh soal lainnya
yang sejenis untuk memberikan penjelasan kepada peserta didik terkait dengan
persamaan lingkaran.

Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba pada persamaan garis singgung, guru membimbing
peserta didik untuk menyelesaikan latihan soal terbimbing yang ada di Buku Siswa.
Bentuk bimbingan yang dapat dilakukan oleh guru adalah dengan melakukan tanya
jawab pada bagian yang kosong pada latihan soal terbimbing. Adapun Alternatif
Penyelesaian Latihan Soal Terbimbing 1.12 dan 1.13 adalah sebagai berikut.

Ve B

Latihan Soal Terbimbing 1.12

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran yang melalui titik €(1,-3), jika
persamaan lingkarannya adalah

a) L =x*+y*=16.

b) L=x*+y*-8xr-2y+12=0.

AN J

Alternatif Penyelesaian:
Untuk bagian a)
Dengan menggunakan prinsip bagi adil, diperoleh bahwa persamaan garis singgung
lingkaran L = x*+ y*=16 yang melalui titik ()(1,-3) adalah
xx, +yy, = 16.

x -3y -16=0.
Jadi, persamaan garis singgung lingkaran L = x* + y*> =16 yang melalui titik
@ (1,-3) adalahxr - 3y -16=0.
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Untuk bagian b)

Dengan menggunakan prinsip bagi adil, diperoleh bahwa persamaan garis singgung
lingkaran L = x*+ y* - 8x - 2y + 12 = 0 yang melalaui titik ((1,-3) adalah

XX, + Yy, —8% _2y+21/1 +12=0.
X -3y - 4(x+1) - (y-3) +12=0.
-2y-5Sxr +11=0.

Jadi, persamaan garis singgung lingkaran L = x*+ y* - 8x — 2y + 12 = 0 yang
melalui titik (1,-3) adalah - 2y — Sx + 11 =0.

[ Latihan Soal Terbimbing 1.13

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran L = (x+1)* + (y-3)*= 9 yang
melalui titik potong antara lingkaran L dengan garis y = 3! (UN 2012)

Alternatif Penyelesaian:

Langkah pertama yang harus kalian lakukan adalah menentukan titik potong garis
y = 3 terhadap lingkaran L. Adapun titik potong tersebut adalah
(x+1)7*+@w-3)72=9.
(x+1y+(3-3)=9.
(r+1)=43.
sehingga x =2 dan x,= —4. Untuk menentukan nilai y, dapat dilakukan dengan
cara menyubstitusikan nilai x yang diperoleh ke persamaan lingkaran
L =(x+1)*+(y-3)*=9.
Pada x, = 2, maka titik singgungnya adalah (2,3). Untuk menentukan persamaan
garis singgung lingkaran L = (x+1)* + (y-3)*= 9 melalui titik (2,3), dengan
menggunakan prinsip bagi adil
(@ + 1)(x, +1) + (¥ - 3)(¥,- 3)
(x+1)2+1)+(y-3)(3-3)=

Pada x,= -4, maka titik singgungnya adalah (-4,3). Untuk menentukan persamaan
garis singgung lingkaranL = (x+1)* + (y-3)*= 9 melalui titik (—4,3), dengan
menggunakan prinsip bagi adil

(x + 1)(x,+ 1)+ (¥ - 3)(y,- 3)=9.

(x+1)(-4+1)+(y-3)(3-3)=9.

-3xr-12=0.
X =—4.

Jadi, persamaan garis singgung lingkaran L = (x+1)* + (y-3)*= 9 yang memotong
garis y = 3adalahx = 2danx = -4.
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b. Kemiringan Garis Singgung Lingkaran Telah Ditentukan

Pada bagian ini, guru memberikan pertanyaan diagnostik tentang definisi
kemiringan dan nilai diskriminan. Selanjutnya guru dapat menjelaskan proses
untuk menemukan persamaan garis singgung lingkaran L = (x - a@)*+ (y - 0)*=
r?, jika diketahui kemiringan garis singgungnya. Adapun proses untuk menemukan
persamaan garis singgung adalah sebagai berikut:

Misalkan persamaan garis singgung lingkaran yang akan di cari adalah y =
mx+n dan persamaan lingkaran L = x* + y* = 7% Selanjutnya substitusikan
persamaan garis y = mx+n ke L = x*+ y*= r?, sehingga x>+ (mx + n)*=r>

(14+m?)x*+ 2mnx + (n*-r*) = 0.

Persamaan ini merupakan bentuk persamaan kuadrat dengan koefisien @ = (1+m?),
b = 2mn, dan ¢ = (n* - r?). Dengan mengingat bahwa syarat titik berada pada
lingkaran (titik singgung) adalah D = 0, maka

D = b*~4ac = 2mn)* - 4(1 + m? )(n? — r?) = 4(m*>r*—= n>+ r?).
0 = 4(m?r*— n>+ r*) = m*r’*= n*+ r.

n=tJPERD) = trfmi el

Dengan menyubstitusikan nilai n ke persamaan garis y = mx+#, diperoleh bahwa
persamaan garis singgung pada lingkaran L = x*+ y*>= r* dengan kemiringan 1,
yaitu y = mx £y m* + 1.

' ) Ayo Berdiskusi

Pada aktivitas Ayo Berdiskusi, guru dapat membagi peserta didik menjadi 2
kelompok. Selain peserta didik akan semakin memahami materi, guru diharapkan
dapat mengajak peserta didik untuk berani menyatakan pendapatnya. Kelompok
pertama, diberikan tugas untuk berdiskusi untuk mencari persamaan garis
singgung L = (x-a)*+ (y-b)* = r* jika diketahui kemiringan . Harapannya,
kelompok pertama memperoleh persamaan garis singgung adalah (v -b)=m(x -a)
7y m* + 1. Kelompok kedua, diberikan tugas untuk berdiskusi untuk mencari
persamaan garis singgung L = x* + y* + Ax + By + C= 0 jika diketahui kemiringan
m. Harapannya kelompok kedua memperoleh persamaan garis singgung adalah

y+2—mx+ yErym? +1.

Apabila peserta didik mengalami kesulitan untuk mencari persamaan garis
singgung lingkaran L = (x - @)*+ (v - b) * = r* jika diketahui kemiringan m, guru
dapat membantu kelompok pertama dengan menggunakan alternatif pembuktian
berikut.
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Misalkan persamaan garis singgung lingkaran yang akan di cari adalah y = mx+n.
Gunakanlah prinsip translasi dengan menggeser persamaan lingkaran L = x? + >
= 7% dengan pusat P(0,0) menuju ke pusat P(a,0) sehingga persamaan lingkaran
menjadi L = (x - a)*+ (y - b)*=r> Akibatnya persamaan garis singgung ditranslasi
adalah y = max + rm + 1, sehingga setelah ditranslasi persamaan garis singgung
menjadiy - b =m(x-a)* rm +1.

Untuk mencari persamaan garis singgung lingkaran L = x*+y*+Ax+By+C =0

jika diketahui kemiringan 2, guru dapat membantu kelompok pertama dengan
menggunakan alternatif pembuktian berikut.

Substitusikan @ = — é, b= —% ,dan C = a@* + b* - r* ke persamaan lingkaran
L = x*+y*+Ax+By+C = 0, sehingga diperoleh x*+y*+Ax+By+C = 0.
x*-2ax + @*+y*-2by + b*-r*=0.
(x-a)P+ (y -b)*=r~.
Persamaan lingkaran ini memiliki persamaan garis singgung y -0 = m(x - a) £

ry m? + 1, dengan menyubstitusikan @ = - % dan b = —% , diperoleh
y--L =m@r+d)t rnym?+ 1.

Agar peserta didik dapat memahami materi persamaan garis singgung lingkaran
yang diketahui kemiringan suatu garis singgung, guru dapat memberikan alternatif
Contoh Soal 1.14 dan 1.15 yang ada pada Buku Siswa. Guru diperbolehkan
menggunakan contoh soal lain yang sejenis untuk memberikan penjelasan kepada
peserta didik terkait dengan persamaan garis singgung lingkaran yang diketahui
kemiringan suatu garis singgung.

c. Sebuah Titik di Luar Lingkaran yang Telah Ditentukan

Pada bagian ini, guru memberikan v
pertanyaan diagnostik tentang garis 4
polar atau garis kuasa. Selanjutnya,
guru dapat menjelaskan proses untuk
menemukan persamaan garis singgung
lingkaran L = (x-a)* + (y-b)* = r*, jika
diketahui titik di luar garis. Guru dapat
menggunakan Gambar 1.7.

Misalkan kedua garis singgung
tersebut adalah g, dan g, dengan garis
g, menyinggung lingkaran di titik A,
d.a_n gars &, r_nenylnggung hngkaran di Gambar 1.7. Lingkaran, Garis Singgung
tittk B. Garis yang menghubungkan Lingkaran dan Titik Singgung,
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antara titik A dan titik B disebut dengan garis kutub atau garis polar. Guru dapat
menyampaikan Tabel 1.2 untuk penentuan garis polar atau garis kutub pada
lingkaran guru dapat menyampaikan Tabel 1.2.

Tabel 1.2. Persamaan Lingkaran dan Persamaan Garis Polar

Persamaan Lingkaran Persamaan Polar
X+ yr=r XX, + Yy, =r
(x-—a)y+y-byF=r (x-a)(x,—a)+(y-b)(y,—-b)=7r
r’+y*+Axr+By+C=0 xx +yy, +4(x +x) + %(y+y1)+C 0

Dengan pembuktian sifat ini, dapat dilihat ada bagian persamaan garis singgung
lingkaran dengan titik pada lingkaran.

Agar peserta didik dapat memahami materi persamaan garis singgung
lingkaran yang diketahui titik di luar lingkaran, guru dapat memberikan alternatif
Contoh Soal 1.16 di Buku Siswa. Guru diperbolehkan menggunakan contoh soal
lain yang sejenis untuk memberikan penjelasan kepada peserta didik terkait dengan
persamaan garis singgung lingkaran yang diketahui titik di luar lingkaran. Untuk
melihat kemampuan peserta didik, guru dapat melakukan tanya jawab berkaitan
dengan Contoh Soal 1.16 bagian x = -3. Adapaun Alternatif Penyelesaian contoh
soal untuk bagian x = -3 adalah sebagai berikut.

Alternatif Penyelesaian Contoh Soal 1.16 untuk x = -3

Substitusikan x = -3 ke persamaan y = 2 - Sx = 2 — 5(-3) = -13, schingga
diperoleh titik polarnya adalah (-3,-13). Selanjutnyaa =x=-3dan b =y = -13
substitusikan persamaan garis (x — @) (x, - @) + (y - ) (y,— b) = 7, sehingga
(x —a)(x,—a)+(y - b) (y,- b) = .
(x =3)(=3-3) + (y - 1)(~13— 1) = 16.
(x =3)(=6) + (v -1)(-14) = 16.
-6x-14y +32=0.
3x-7y +16=0.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
ada pada Latihan Soal 1.4. Terdapat Alternatif Penyelesaian yang dapat digunakan
guru.
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Latihan Soal 1.4

1. Diketahui persamaan lingkaran L = x*+ y* - 3x + 4y — 10 = 0. Tentukan
persamaan garis singgung lingkaran L yang melalui titik:

a. A(2,2). b. D(5,-2).

Alternatif Penyelesaian:

a. Langkah pertama yang harus dilakukan adalah melihat kedudukan titik A(2,2)
terhadap lingkaran L = x*+ y* - 3x + 4y — 10 = 0. Dengan menyubstitusikan
titik A(2,2) ke persamaan lingkaran = x°+ 3> - 3x + 4y - 10 = 0, diperoleh
bahwa

X+ y* -3x+4y-10=(2)*+(2)*-3(2) + 4(2) - 10 =0.
Karena titik A(2, 2) kedudukannya berada pada lingkaran, maka dengan
menggunakan pinsip bagi adil diperoleh bahwa

XX, + Yy, —3x;x‘ +4y+2—y‘ -10=0.
2x+2y—3x;2 +452 _10=0.
x+8y-18=0.

b. Dengan cara yang sama pada bagian a, diperoleh bahwa kedudukan titik D
(5,—1) berada di dalam lingkaran, sehingga titik tersebut tidak memiliki garis

singgung.

2. Diketahui persamaan lingkaran L = (x - %)2 +y + 1%)2 ~16=0. Tentukan
persamaan garis singgung suatu lingkaran L, jika
a. kemiringannya 2.
b. garis singgung membentuk sudut 60° terhadap sumbu Y positif.

Alternatif Penyelesaian:

a. Dari soal diketahui bahwa a :%, b= —1%, r = 4, dan kemiringan 7 = 2, schingga
Y -b)=m(x-a)xrym’ +1.
y-t=2-1+aJ2’ +1.
y=2x-21+45.

Jadi, persamaan garis singgungnya adalah

y=2x-21+45 dany=20-21 - 45.

b. Sudut yang terbentuk adalah 60° terhadap sumbu Y positif, maka tan 30° =
/3, sehingga kemiringan garis singgungnya adalah /3.
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Dengan menyubstitusikan a =%, b=-1 %, r = 4,dan kemiringan m = % 3 diperoleh
bahway - b=m(x -a) £ rJm? + 1 atau dapat dinyatakan
y+13=3V3(x+3)=4(3V3) +1.
y=%\/§x+%\/§—%t4\/§

Jadi, persamaan garis singgungnya adalah

L Br+l3-2 44,2 dan y=1VBx+13-3-4 2

~

" 3. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik (2,-3) dan menying-
gung garis [ : 32 — 4y +7 = 0!

\ J

Alternatif Penyelesaian:
Misalkan persamaan lingkaran adalah L = (x - a)* + (y - b)* ="

Langkah pertama untuk menentukan persamaan ini adalah dengan menentukan
jarak garis [ : 3 — 4y + 7 = 0 terhadap lingkaran L = x>+ >+ Ax+ By + C =0

dengan pusat P(2.—3) vaitu 7 = Aa+Bb+C| - (3)(2)+(-4)(—3)+7| - 641247 =5
gan pusat P(2,-3)y Vit || ey s |

Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat P(2,-3) dan jari- jari 7 = 5 adalah L =
(x-2)*+(y +3)*=25.

" 4 Diketahui titik A(6,-8) dan lingkaran L = x*+ ? = 100. Tunjukkan bahwa |
titik A terletak pada lingkaran L, kemudian tentukan pula persamaan garis
singgungnya!

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menunjukkan bahwa titik (6,-8) terletak pada lingkaran x*+ y* = 100,
maka perlu ditunjukkan bahwa nilai kuasa titik (6,-8) adalah nol, maka

K o= ’+ y* - 100 = 6>+ (-8)* - 100 = 0.
Karena nilai kuasa titik (6,—8) pada lingkaran x>+ y* = 100 bernilai nol, maka titik
(6,—8) berada pada lingkaran x*+ y* = 100.
Selanjutnya, untuk menentukan persamaan garis singgung lingkaran x>+ y* = 100
di titik (6,-8) adalah xx, + yy, = 100.

6x - 8y -100=0.

Jadi, persamaan garis singgungnya adalah 6x - 8y —-100 = 0.
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(5. Tentukan nilai q agar lingkaran L = (x - 2q)* + (y + 5)* - 4¢*=13
menyinggung sumbu X. Kemudian carilah titik singgung antara lingkaran

L dan sumbu X!

Alternatif Penyelesaian:
Karena persamaan garis singgung lingkaran L = (x -29)* + (y + 5)* - 4¢* =
13 menyinggung di sumbu X, maka y = 0. Dengan menyubstitusikan = 0 ke
persamaan lingkaran L = (x - 2¢)* + (y + 5)* - 4¢* = 13, diperoleh
(r-2q9) -4q*+12=0.
x*—4qx +12=0.

Dari persamaan kuadrat x*- 4qx + 12 =0, diperoleh bahwaa = 1,6 =-4g danc =
12. Karena kedudukan garis menyinggung suatu lingkaran adalah diskriminannya
bernilai nol, dengan menyubstitusikan @ = 1, b =—4q dan ¢ = 12dan D = 0 ke
rumus diskriminan, maka

D= b*-4ac
(-4q)*-4(1)(12) = 0.
q=%4/3,

Jadi, syarat agar lingkaran L = (x - 2¢)* + (y + 5)* - 4¢* = 13 menyinggung sumbu
Xadalah g = J3 atau q,= -3.

Untuk nentukan titik singgung antara lingkaran £ dan sumbu X, dilakukan dengan
langkah berikut. Untuk g = 3, substitusikan q,= /3 ke persamaan x? - 4qx + 12
= 0, diperoleh

12— 43x+12=0.

(x-2J3)*=0.
x =2./3.
Jadi, untuk ¢, = /3 diperoleh titik singgung di (2+/3,0).
Untuk g, = —+/3, substitusikan g,= —/3 ke persamaan x? - 4gx + 12 = 0, diperoleh
X2+ 43x+12=0.
(x+2/3)>=0.
x =-2./3.
Jadi, untuk g, = —/3 diperoleh titik singgung di (-2+/3,0).
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B. Irisan Kerucut

Sebelum memulai aktiftas yang lebih jauh, guru dapat memberikan tes diagnostik
kognitif dan non kognitif seperti kegiatan Ayo Mengingat Kembali pada materi
lingkaran. Selanjutnya, guru dapat menyampaikan materi yang dipelajari pada irisan
kerucut yaitu persamaan parabola, persamaan elips, dan persamaan hiperbola.
Persamaan garis singgung pada irisan kerucut merupakan materi pengayaan.
Selanjutnya guru dapat menceritakan bahwa antena parabola dan kompor tenaga
surya merupakan aplikasi bentuk parabola dalam kehidupan sehari-hari. Cooling
tower atau menara pendingin dan tower SUTET merupakan aplikasi bentuk
hiperbola dalam kehidupan nyata. Hal ini dilakukan untuk memberikan motivasi
dan pemahaman kepada peserta didik tentang manfaat mempelajari irisan kerucut

berbentuk parabola, elips, dan hiperbola.

1. Parabola

@ Ayo Mengingat Kembali

Pada saat mempelajari materi geometri analitik, guru dapat memberikan pertanyaan
refleksi seperti “Tahukah kalian apa itu fungsi kuadrat?”, “Apakah kalian tahu
bagaimana cara membuat grafik fungsi kuadrat?” dan “Bagaimana cara kalian
menentukan titik puncak dari grafik fungsi kuadrat?”. Pertanyaan ini dilakukan
bertujuan untuk mengingatkan peserta didik terkait dengan materi fungsi kuadrat
yang sudah dipelajari di kelas X SMA. Guru dapat menyampaikan kepada peserta
didik tentang kesamaan dan perbedaan fungsi kuadrat yang telah dipelajari di
kelas X dengan materi irisan kerucut berbentuk parabola. Adapun salah satu
kesamaannya adalah bentuk grafik fungsi kuadrat yang telah dipelajari di kelas X
merupakan bentuk parabola /M atau \J. Untuk perbedaan antara materi fungsi
kuadrat dan materi parabola, selain terletak pada arah kurva, peserta didik akan
mempelajari fokus parabola.

Y

Titik Fokus

I )

\Titik Puncak X

garis arah (direktris)

Gambar 1.8. Irisan Kerucut Berbentuk Parabola
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Guru dapat menggambar kurva parabola seperti Gambar 1.8. Melalui gambar
ini, guru dapat memberikan definisi parabola yang mudah diingat oleh peserta
didik, parabola merupakan tempat kedudukan titik-titik yang jaraknya terhadap
titik tertentu, yang dinamakan titik fokus (f), dan garis tertentu, yang dinamakan
direktriks (). Setelah menyampaikan definisi parabola, guru dapat menunjukkan
usnur-unsur parabola seperti titik puncak, garis direktriks, dan titik fokus.

Pada bagian menentukan persamaan parabola, guru dapat menggunakan
contoh menentukan persamaan parabola dengan titik puncak O (0,0) dengan
sumbu simetri adalah sumbu Y. Guru dapat menggunakan Gambar 1.8 atau

Gambar 1.9 untuk menentukan persamaan parabola.

Dari Gambar 1.9 diperoleh bahwa
persamaan sumbu simetri adalah x = 0,
puncak di O(0,0), titik fokus pada (0,p) dan
persamaan garis direktriksnya adalah y = —p

atau y + p = 0. Berdasarkan definisi parabola
maka d1 = dz, diperoleh bahwa

\/(x —0)* +(y—p)* = p+y. Kuadratkan

persamaan ini, sehingga diperoleh bahwa

(x -0+ (y-p)*=(@+y)>

x4+ yz _ Zyp + pz - p2+ Zpy + yz. Gambar 1.9. Parabola dengan Titik Puncak
((0,0) dan Sumbu Simetris adalah Sumbu Y

x*=4py.

Persamaan x* = 4py adalah persamaan parabola
dengan titik puncak O (0,0) dan sumbu simetris
adalah sumbu Y. Guru dapat menyampaikan bila
puncak bukan di titik pusat O (0,0) tetapi di
(m,n) dengan sumbu simetri sejajar sumbu Y(xr=m),
persamaan direktriksnya adalah y = n-p, dan titik
fokus pada F(m, n+p), maka persamaan parabola
adalah (x-m)* = 4p(y—n).

Untuk menentukan persamaan parabola dengan
titik puncak 0(0,0) dan sumbu simetri adalah sumbu
X, guru dapat menggunakan Gambar 1.10. Pada
gambar ini, sumbu simetri adalah y = 0, puncak di
0 (0,0), titik fokus pada (p,0) dan persamaan garis
direktriksnya adalah x = —-pataux + p = 0.

Berdasarkan definisi parabola maka d, = d, sehingga

_ bV o) = |E2
V= p) +(y=0) = | L

Ya

Gambar 1.10. Kurva
Parabola dengan Puncak
0(0,0 dan Sumbu Simetris
adalah Sumbu X
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2
X+ p

(= oy +(u-07 ) | 2L

(@X-py+y*=(x+p)
Y =4px

Persamaan y* = 4 px adalah persamaan parabola dengan titik puncak 0(0,0)
dan sumbu simetris adalah sumbu X. Guru dapat menyampaikan bila titik puncak
bukan di titik pusat O(0,0) tetapi di H(m2,n) dengan sumbu simetri sejajar sumbu
X(y=m), persamaan direktriksnya adalah x = #-p, dan titik fokus pada F{m+p,n),
adalah (y-n)* = 4p(x-m).

Agar peserta didik dapat memahami materi persamaan parabola, guru dapat
memberikan alternatif contoh soal yang ada pada Buku Siswa seperti Contoh Soal
1.18 hingga Contoh Soal 1.20. Guru diperbolehkan menggunakan contoh soal
lain yang sejenis untuk memberikan penjelasan kepada peserta didik terkait dengan
persamaan parabola.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
ada di Latihan Soal 1.6

Ve N
1. Tentukan persamaan parabola jika diketahui unsur-unsur parabola sebagai

berikut.
a. Puncak parabola pada titik (2,3), sumbu simetri parabola sejajar
sumbu Y, dan parabola melalui titik (3,4).

b. Persamaan direktriks parabola adalah y = 1, dan titik fokus parabola
adalah F(-3,7).

c. Titik fokus parabola di (3,0), dan persamaan direktriks parabola
adalah xr = -3.

AN J

Alternatif Penyelesaian

a. Karena parabola memiliki titik puncak (2,3) dan sumbu simetri yang sejajar
sumbu Y, maka parabola terbuka ke atas. Adapun persamaan parabolanya
adalah (x-m)* = 4p(y-n) atau dapat dinyatakan dengan (xr-2)* = 4p(y-3).
Karena parabola melalui titik (3,4) maka (3-2)> = 4p(4-3), sehingga = p.
Jadi, persamaan parabola adalah (x - 2)*=4p (y - 3)

(x-2)=43(y-3)
Yy=x*-4x+7.
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b. Karena persamaan direktriks adalah y = 1, maka n—p =1, dan titik fokus terletak
pada titik /(-3,7), maka m = -3 dan n+p =7.
Substitusikan #-p =1 atau p = n-1 ke persamaan 7n+p = 7, diperoleh

n+p=7
n+n-1)=7
n=4

Dengan menyubstitusikan 7 = 4 ke persamaan p =n-1=4-1=3.
Jadi, persamaan parabola adalah
(x+m)* = 4p(y-n)
(2+3)* = 4(3)(y-4)
12y = x* + 6x - 54.

c. Padasoal diketahui bahwa titik fokus di (3,0), ini berarti bahwa p = 3. Selain itu
persamaan direktriks diketahui x = -3, sehingga titik puncak = ( = ;3 ,0) =(0,0)
dan sumbu simetrinya adalah sumbu X (y = 0).

Jadi, persamaan parabolanya adalah y* = -12x.

p
2. Tentukan unsur-unsur parabola seperti titik fokus, persamaan garis

direktriks, dan puncak dari persamaan parabola berikut
a. X*=-24y.
b. #*-16x=0.

Alternatif Penyelesaian

a. Pada persamaan parabola x> = -24y, maka dapat dinyatakan dengan x> =4(-6)
¥y, sehingga titik puncak parabola berada pada (0,0), dengan titik fokus terletak
pada (0,-6), persamaan garis direktriksnya adalah y = -6, dan panjang latus
rectum sebesar 4p = 4(6) =12.

b. Pada persamaan parabola y*— 16x = 0, maka dapat dinyatakan dengan y*= 16x

atau > = 4(4)x, sehingga titik puncak parabola berada pada titik (0,0), dengan
titik fokus terletak pada titik (0,4), persamaan garis direktriksnya adalah y = 4,
dan panjang latus rectum sebesar 4p = 4(4) =16.

3. Sebuah reflektor lampu sorot berbentuk parabola memiliki diameter 120
cm. Lampu sorot ditempatkan sebagai fokus reflektor parabola tersebut.
Tentukan kedalaman reflektor lampu sorot berbentuk parabola tersebut
jika penempatan lampu sorot adalah 12 cm di atas titik pusat! Tentukan
persamaan yang digunakan oleh teknisi dalam membuat reflektor lampu
sorot tersebut!
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Alternatif Penyelesaian

Posisi bola lampu yang tepat adalah titik fokus reflektor lampu sorot, jadi titik
fokusnya adalah 12 cm diatas titik pusat. Jika dianggap penampang dari reflektor
lampu sorot berbentuk parabola vertikal terbuka ke atas dengan titik pusat (0,0),
maka koordinat titik fokusnya adalah (0,12). Artinya, telah diperoleh p = 12,
sehingga persamaan dari parabola yang dimaksud adalah

x> = 4(12)y atau x* = 48y.
Karena diameter reflektornyanya 120 cm, maka kedalaman dari reflektor lampu

sorot dapat ditentukan dengan menyelesaikan nilai ¥ untuk x sama dengan jari-
. 12 .
jari, yaitu x = —20 = 60, schingga

x? = 48y.
60? = 48y.
y=75.

p
4, Sebuah roket air diluncurkan ke udara dan lintasan roket tersebut

membentuk parabola. Diperkirakan ketinggian maksimum roket air
mencapai 10 meter dan jarak lokasi pendaratan roket air adalah 3 meter dari
lokasi awal peluncuran. Tentukan persamaan parabola untuk pemodelan
lintasan roket air tersebut dan ketinggian roket air ketika jarak horizontal

roket air 1 meter dari lokasi peluncuran!
- Y,

Alternatif Penyelesaian

Untuk memudahkan dalam membuat model lintasan kembang api, guru dapat
membuat kurva lintasan seperti pada Gambar 1.11. Puncak lintasan kembang api

berada padakoordinat( 1% ,10), sehingga persamaan parabola yang menggambarkan

lintasan kembang api adalah (x — m)* = 4p(y - n). .

(x - 1,5)*=4p(y - 10). 0

Untuk menentukan p, dapat diambil satu titik sembarang

pada lintasan kembang api misalkan titik tersebut adalah titik

awal lintasan kembang api yaitu O(0,0), sehingga parabola
memenuhi persamaan (x - 1,5)* = 4p(y - 10).
(0 = 1,5) = 4p(0 — 10).

Jadi, persamaan parabola yang menggambarkan lintasan

kembang api adalah (x - 1,5)* = 4p(y - 10).
(.Z' —1,5)2 - 4(—%)(y —10)' Gambar 1.11. Kurva
(.1‘ - 1,5)2 = —0,9(y - 10). Lintasan Kembang Api
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Untuk menentukan ketinggian kembang api, saat kembang api dengan jarak
horizontal 1 meter, dapat dilakukan dengan menyubstitusikan x = 1 pada per-
samaan parabola, sehingga (1-1,5)*= -0,225(y-10).

(=0,5)>= —0,225y + 2,25.
y =8,89.
Jadi, ketinggian kembang saat jarak horizontal 1 meter adalah 8,89 meter.

2. Elips

Puncak Elips @, -a, b, dan -b
Fokus Elips F\(c,0) dan F(-c,0)

Sumbu Mayor -a a

Sumbu Minor -b b .0(0,0) F(c,0) g X

Pusat Elips 0(0,0)

Loctus Rectum KL dan MN

Garis Arah Garis Arah
(direktris) (direktris)

Gambar 1.12. Gambar Unsur-Unsur Elips

Pada saat mempelajari materi elips, guru dapat mengawali dengan memberikan
pertanyaan definisi elips. Dengan menggunakan Gambar 1.12, guru dapat
menceritakan unsur-unsur elips. Adapun unsur-unsur elips adalah sebagai berikut:

1. Pada elips terdapat dua sumbu yaitu sumbu utama (pada Gambar 1.28 adalah
garis terletak pada sumbu X) dan sumbu sekawan (pada Gambar 1.28 adalah
garis terletak sumbu Y);

Titik fokus elips pada Gambar 1.28 titik /, (- ¢,0) dan f( ¢,0);

3. Titik pusat elips adalah titik tengah kedua fokus elips, pada Gambar 1.28
adalah titik tengah antara f,(- ¢,0) dan f,( ¢,0) yaitu titik O(0,0);

4. Sumbu fokal (focal axis) adalah garis lurus yang menghubungkan kedua titik
fokus elips, pada Gambar 1.28 yaitu garis Sl

5. Titik puncak elips adalah dua titik pada perpanjangan sumbu fokus yang
membentuk elips, pada Gambar 1.28 yaitu a, —a, b, dan -b;

6. Sumbu mayor merupakan sebuah sumbu yang melalui dua titik fokus dan
lebih panjang dari sumbu minor, pada Gambar 1.28 adalah sumbu -aa;

7. Sumbu minor, yaitu garis lurus melalui pusat elips dan tegak lurus sumbu
mayor. Sumbu minor lebih pendek jika dibandingkan dengan sumbu mayor,
pada Gambar 1.28 merupakan ruas garis —bb;
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8. Latus rectum adalah garis yang melalui salah satu titik fokus dan tegak lurus
dengan sumbu mayor. Pada Gambar 1.28 adalah garis KL dan MN. Panjang

latus rectum adalah |KL| = |MN| = % , dengan koordinat titik
K(-c, - %2 ) L(-c, %2 ), M(c, %2 ), dan N(c, - %2 )-

Pada bagian menentukan persamaan elips, guru dapat menggunakan contoh
menentukan persamaan elips dengan pusat O (0,0) dan sumbu simetri adalah
sumbu Y. Guru dapat menggunakan Gambar 1.13 untuk menentukan persamaan
elips.

Perhatikan Dari Gambar 1.13,
dapat ditunjukkan bahwa titik fokus
F\(=c,0), titik fokus F(c,0), sumbu
mayor terletak pada sumbu X, pusat
elips terletak pada O (0,0), dan jumlah
jarak titik sembarang P (x,y) terhadap
kedua titik fokus sama dengan 2a.
Karena titik P (x,) terletak pada elips,
sehingga diperoleh

Gambear 1.13. Elips dengan Pusat O(0,0) dan
Sumbu Mayor adalah Sumbu X

FP+F P=2a.
\/(x+ 6)2 +(y—0)2 +\/(x— c)2 +(y—0)2 =2a.
J(@=cf+ ¢ =2a—(x+c) + &

Dengan mengkuadratkan persamaan tersebut, diperoleh

(Jc—c)2 +y’ =4a’-4a (Jc+c)2 +y’ +(x+ 0)2 +y°
22 -2cx+ct=4a’ —da(x+c) + > + 22+ 2cx +
cx+a =a(x+c)+y°.
Kuadratkan kembali persamaan ini, maka diperoleh
it +2akcx + at = a* ((x + )+ y7).
C’x? + 2a°cx + at = a*x* + 2a°cx + AP+ atyP.
i+ at = a’x? + a*ct + a*tyt.
a’(@*- c*) =x* (a*- &) + a*y™
Karena (@ - ¢?) nilainya selalu tetap, misalkan (@*- ¢?) = 0? untuk @ > b, maka
a*b* = x*b* + a*y* atau dapat pula ditulis dengan x°0° + a*y* = a*b”.

Selanjutnya, persamaan tersebut kalian bagi dengan @?6?, sehingga menjadi
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Persamaan elips berbentuk % + % =1 atau 1?6* + a*y* = @*b* disebut dengan
Persamaan Elips Bentuk Baku

Dari persamaan elips yang telah diperoleh, guru dapat menyampaikan bahwa
unsur elips yang lainnya adalah:
1. Fokus elips adalah (£c, 0) dengan ¢*= a* - b%
2. Titik puncak elips (+a, 0);
3. Panjang sumbu mayor adalah 24, sedangkan panjang sumbu minor adalah 2b;
4

Eksentrisitas (¢) adalah suatu ukuran untuk menentukan seberapa me-
lengkungnya sebuah elips; untuk menentukan eksentrisitas dapat dilakukan

Jal - b?

a

C
dengancara e=— =
a

S. Persamaan garis direktriksnya adalah [ =x = “ dan ['= -z
2
6. Panjang latus rectum [ = %.

Ayo Berdiskusi

Pada aktivitas ini, guru diharapkan dapat mengajak peserta didik untuk berani
menyampaikan pendapatnya, bekerja sama, dan menghargai pendapat sesama
teman. Guru membagi kelas menjadi tiga kelompok. Kelompok pertama, peserta
didik diminta untuk menunjukkan persamaan elips dengan pusat di 0(0,0) dan
sumbu mayor terletak pada sumbu Y, beserta unsur elips tersebut. Kelompok
kedua diminta untuk menunjukkan persamaan elips dengan pusat di P(a,b) dan
sumbu mayornya sejajar sumbu X, beserta unsur elips. Kelompok ketiga diminta
untuk menunjukkan persamaan elips dengan pusat di P(@,0) dan sumbu mayornya
sejajar sumbu Y, beserta unsur elips.

Apabila peserta didik mengalami kesulitan untuk menunjukkan persamaan
elips sesuai dengan tugas kelompok, guru dapat memberikan pembimbingan
dengan menjelaskan proses menunjukkan persamaan elips.

Guru dapat memberikan pertanyaan pemantik kepada peserta didik, apabila
elips berada pada pusat selain 0(0,0) dan sumbu mayornya sejajar dengan sumbu
X. Contoh pertanyaan pemantiknya seperti “Jika pusat elips berada (m,7), kira-
kira fokus elips berada dimana?”. Pertanyaan-pertanyaan pemantik dilakukan oleh
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guru untuk mengingatkan peserta didik pada unsur elips dengan pusat O (0,0)
dan sumbu mayornya sejajar sumbu X. Setelah selesai tanya jawab dengan peserta
didik, guru dapat memberikan jawaban dari persamaan elips dengan pusat P(2,7)
dan sumbu mayornya sejajar sumbu X, yaitu

(z-mf  (y-nf _ |
b a
atau dapat dinyatakan dengan 0* (x - m)* + @* (y - n)* = a*b*.

Adapun unsur unsur pembentukan elips dengan pusat (#2,#) dan sumbu
mayornya sejajar sumbu X, adalah:

1. Fokus elips adalah (m+c,n);

2. DPusat elips terletak pada titik pusat koordinat di (#,72);

3. Puncak elips adalah titik (mta,n);

4. Untuk eksentrisitas, persamaan garis direktriks dan panjang latus rectum sama

dengan elips elips dengan pusat 0(0,0) dan sumbu mayornya sejajar sumbu X.

Untuk menentukan persamaan elips dengan puncak 0(0,0) dan sumbu mayornya
adalah sumbu Y, dapat digunakan Gambar 1.14.
Pada Gambar 1.14, diperoleh bahwa titik fokus
F,(0,¢), titik fokus £, (0,—c), sumbu mayor terletak
pada sumbu Y, pusat elips terletak pada O (0,0),
dan jumlah jarak titik sembarang P(x,y) terhadap
kedua titik fokus sama dengan 2a.

Karena titik P (x,y) terletak pada elips, sechingga
diperoleh

FP+FP=2a.

\/(.2:‘—0)2 +(y-c) +\/(.I‘—0)2 +(y+c)’ =2a.

NI +(y—c) =2a—+x* +(y+c).

Az
Dengan mengkuadratkan persamaan  tersebut, Gambar 1.14. Elips dengan Pusat 0{0,0)
diperoleh bahwa dan Sumbu Mayor adalah Sumbu Y

2+ (y—c)Y =4a’—daxr’ +(y+c) +x’ +(y+c).
Xyt —2cy+c’=4a’ —daxr’+(y+c) +x’ +y’ +2cy +c’
cy+a’=ax*+(y+c).
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Kuadratkan kembali persamaan ini, maka diperoleh
Cry*+ 2atcy + at = a* (x*+(y + ¢)*).
Cy*+2a’cy + at = a’xt+ 2a2 yc + a*c* + a*y.
a(a* - c*) = r’a*+ yXa* - c*).

Karena (@?~¢?) nilainya selalu tetap, misalkan (@*~c?) = b* untuk @ > b, maka

a*b*= x’a*+ y*b*. Selanjutnya, persamaan @’0* = x°a* + y*b* dibagi dengan a?0?,
272 272

yb ab

. . . xzaz
sehingga menjadi T + eyl e

Jadi, persamaan elips dengan pusat O(0,0) dan sumbu mayornya adalah sumbu X
alclalah“'g—z2 + z—z =1.

Guru dapat memberikan pertanyaan lain seperti, apabila elips berada pada
pusat selain O (0,0) dan sumbu mayornya sejajar dengan sumbu Y. Guru dapat
memberikan pertanyaan pemantik seperti “Jika pusat elips berada (2,7), kira kira
fokus elips berada dimana?”. Pertanyaan-pertanyaan pemantik dilakukan oleh
guru untuk mengingatkan peserta didik pada unsur elips dengan pusat O (0,0)
dan sumbu mayornya sejajar sumbu Y. Pada akhir memberikan pertanyaan tanya
jawab, guru dapat memberikan persamaan elips dengan pusat P(#2,7) dan sumbu
mayornya sejajar sumbu X, yaitu

(z=m) _ (y=n) _,
b a
Atau dapat dinyatakan dengan bX(x-m)* + a* (y-n)* = a*D?
Adapun unsur unsur pembentukan elips dengan pusat (#,) dan sumbu
mayornya sejajar sumbu Y, adalah:

a. Fokus elips adalah (0,£c) dengan ¢* = a*-b%

b. Pusat elips terletak pada titik pusat koordinat yaitu 0 (0,0) ;

c. Puncak elips adalah titik (0,%a);

d. Panjang sumbu mayor adalah 24, sedangkan panjang sumbu minor adalah 2b;
e. Eksentrisitas ¢ = £ = ‘/”2(1_7;

f. DPersamaan garis direktriksnya adalah [ =y = Cdan {'=y = —"72;

p _ 2
g. Panjang latus rectum I = -

Agar peserta didik dapat memahami materi persamaan elips, guru dapat
memberikan alternatif Contoh Soal 1.21 hingga Contoh Soal 1.24 yang ada
pada Buku Siswa. Guru diperbolehkan menggunakan model contoh soal lain
yang sejenis untuk memberikan penjelasan kepada peserta didik terkait dengan

persamaan parabola.
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@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
ada di Latihan Soal 1.7. Disediakan alternatif penyelesaian bagi guru.

[ Latihan Soal 1.7
1. Tentukan fokus dan pusat elips jika persamaannya adalah
a. 9x*+25y*-18x + 100y — 116 = 0.
b. 922+ 25y* - 36x + 50y — 164 =0.

Alternatif Penyelesaian

a. Persamaan elips 9x* + 25y* - 18x + 100y — 116 = 0 diubah menjadi persamaan
elips bentuk baku, sehingga diperoleh 9(x* - 2x) + 25(y* + 4y) = 116.

I - 1)*+25(y + 2)*= 116 + 9 + 100.

(z-1)° <y+2)2_1
25 9

Dari persamaan elips ini diperoleh bahwa @*= 25 atau @ =5, b*=9 atau b = 3,
m = 1dan n =-2, sechingga pusat elips di titik (1,-2).

Dengan menyubstitusikan @ =5 dan b = 3 ke ¢* = @* - b*diperoleh ¢ =v/25-9
= 4. Maka titik fokus elips berada di F(m+c, ) atau F,(5,-2) dan F (m~c, n)
atau F(-3,-2).

Jadi, persamaan elips 9x* + 25y* — 18x + 100y — 116 = 0 memiliki pusat di
(1,-2), dan titik fokus di /7,(5,-2) dan F'(-3,-2).

b. Dengan cara yang sama pada bagian a, diperoleh bahwaa =5, 0 =3, m =2 dan
n =-1, sehingga pusat elips di titik (2,—1). Selain itu fokus elips berada di titik
F,(6,-1) dan F,(-2,-1).

- ~
2. Tentukan persamaan elips jika diketahui
a. titik fokus (0,%6) dan puncak (0,£7).
b. titik puncak (£5,0) dan latus rectum A,
c. titik fokus pada (1,-1) dan (1,-3) serta menyinggung sumbu .
d. pusat di (-1,4), salah satu fokusnya adalah (-1,1), serta melalui titik
(0,3).

A

Alternatif Penyelesaian

a. Karena titik fokus dan titik puncak terletak pada absis 0, maka persamaan elips
(x—m)  (y-n)
+ =1,
a’ b
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Dari titik fokus (0,6) dan (0,-6), maka m = 0, dan ¢ = 6.
Dari titik puncak (0,7) dan (0,-7) maka m = 0dana =7.
Untuk menentukan b, substitusikan @ = 7 dan ¢ = 6 ke persamaan * = @*- ¢?,

diperoleh b = Va? —¢* =7> = 6> =/49-36 =3.

Jadi, persamaan elipsnya adalah j—; + %2 =1.

b. Karena titik puncak berada pada (5,0) dan (-5,0) maka a = 5.

Karena panjang latus rectum adalah 2 maka % = %.
106*= 4a
Substitusikan @ = S ke persamaan 106*= 4a, diperoleh
106%= 4(5)
b=

Jadi, persamaan elipsnya adalah = + —2 = 1.

c. Titik fokus pada (1,-1) dan (1,-3) serta menyinggung sumbu Y.
Karena titik fokus terletak pada (1,-1) dan (1,-3) maka pusat elips terletak pada

@’ @)’ g

b? + a? '
Karena elips memiliki titik fokus (1,-1) dan (1,-3), memenuhi #—c = -1 dan
n+c = -3. Dengan menggunakan eliminasi dan substitusi pada dua persamaan

ini, diperoleh bahwa 7 = -2 dan ¢ = 1.

(1, _3+2(_1)) (1,-2), sechingga persamaan elips memenuhi ~—~

Karena elips menyinggung sumbu Y, maka nilai b adalah jarak dari pusat elips
ke sumbu Y'yang senilai dengan absis yaitu b = 1.

Dengan menyubsitusikan & =1 dan ¢ =1, ke @* = b* + ¢?, diperoleh bahwa

= 2. Jadi, persamaan elips dengan titik fokus pada (1,-1) dan (1,-3) serta

(y+2) =1

menyinggung sumbu Y adalah 5=~ b >

d. Pusat di (4,-1), salah satu titik fokus adalah (1,-1), serta melalui titik (8,0).

(H) W

Elips dengan pusat (4,-1) memiliki persamaan “=——+ -5~
Karena pusat (4,-1) dan titik fokus (1,-1), maka ¢ = 4-1 = 3. Dengan
menyubstitusikan ¢ = 3 ke @* = b* + ¢, diperoleh @* = O* + 9.

Karena elips melalui titik (8,0) maka berlaku
(8-4)° 4 O 0+1? _ 1.

@ b2
16 +h= 1.
Dengan menyubstitusikan @* = 6* + 9 ke persamaan 1 + -L =1, diperoleh
164 L1,
5249 bz
b*-8b*-9=0.

(b= 9) (b + 1) = 0.
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sehingga 0*= 9 atau b*= -1. Karena nilai b harus positif maka nilai b yang me-
menuhi syarat adalah 5*= 9 atau b = 3. Dengan menyubstitusikan &=3 ke per-
samaan @* = b* + 9, diperoleh bahwa @*=18.

Jadi, persamaan elips dengan pusat di (4,-1), salah satu titik fokusnya (1,-1),

dan melalui titik (8,0) adalah % + @ =1.

/ . . . . . PR R
3. Jika eksentrisitas suatu elips adalah 15 dan jarak antara dua titik fokusnya
adalah 36, tentukan persamaan elips tersebut!

Alternatif Penyelesaian

Diketahui pada soal eksentrisitas elips sebesar i3, maka e = 13. Jarak dua titik fokus
adalah 36, maka 2¢= 36 atau ¢ = 18. Dengan menyubstitusikan ¢ = 18 dan e =13

ke rumus eksentrisitas ¢ = <, diperoleh % = % ataua = %:19,5.

Dengan menyubstitusikan @ =19,5 dan ¢ =18 ke rumus @* = b* + ¢, diperoleh
b= a’— = (19,5 (18) = 56,25 atau b = 7,5.

Jadi, persamaan elips dengan eksentrisitas sebesar {3 dan jarak antara dua titik fokus

36 adalah —%— + —~

(19,75 (7,5)° =

4. Diketahui koordinat titik fokus suatu elips adalah F(8,-1) dan
F,(—4,-1) serta salah satu koordinat ujung sumbu minornya adalah (2,7).
Tentukan persamaan elips tersebut!

Alternatif Penyelesaian

Karena titik fokus elips pada £7(8,—1) dan F(~4,~1), maka elips memiliki sumbu
mayor sejajar sumbu Y.

Titik fokus  F(8,~1), maka m+c =8 dann = -1.

Titik fokus /7 (—4,-1), maka m~-c = -4 dann = -1.
Dengan melakukan eliminasi dan substitusi pada persamaan m+c = 8 dan m-c
= —4, diperoleh bahwa 7 = 2 dan ¢ = 6, schingga pusat elips terletak pada titik (2,

—1). Maka persamaan elips dengan titik pusat (2,-1) memenuhi (x;—f)z + @ =1.

Salah satu koordinat ujung sumbu minornya adalah (2,7), makam =2 dan b+n=7.

Dengan menyubstitusikan 7 = -1 ke persamaan b+# = 7, diperoleh bahwa b = 8.

Dengan menyubstitusikan & = 8 dan ¢ = 6, ke rumus @ = b* + ¢?, diperoleh
a*=(8)*+ (c)*=100.

Jadi, persamaan elips dengan F(8,~1) dan F(-4,~1) serta salah satu titik ujung

(x-2)* <y+1)2_1
100 64
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3. Hiperbola

Sebelum menyampaikan materi tentang hiperbola, guru dapat memberikan tes
diagnostik kognitif yang berkaitan dengan hiperbola seperti jarak dua titik. Setelah
memberikan pertanyaan diagnostik, guru dapat memberikan definisi hiperbola
yaitu sebuah kurva yang dibentuk oleh perpotongan dua kerucut yang berlawanan
dan bidang yang memotong setengah dari kerucut tersebut. Hiperbola merupakan
tempat lintasan titik-titik dengan eksentrisitasnya lebih besar dari satu. Selain itu,
ada definisi lain yang menyatakan bahwa hiperbola adalah himpunan titik-titik
yang jarak antara dua titik tertentu pada bidang selalu sama.

Y

X

Gambar 1.15. Unsur-Unsur Pada Hiperbola

Dengan menggunakan Gambar 1.15, guru dapat mendeskripsikan unsur-unsur

hiperbola. Adapun unsur-unsur hiperbola di antaranya adalah sebagai berikut:

a. Garis yang melalui kedua fokus disebut dengan sumbu utama atau sumbu
mayor;

b. Garis yang melalui pertengahan serta tegak lurus dengan sumbu mayor disebut
sumbu sekawan (sumbu konjugasi) atau sumbu minor;

c. Titik potong kedua sumbu tersebut disebut pusat hiperbola;

d. Puncak hiperbola adalah titik potong kurva hiperbola dengan sumbu utama;

e. Hiperbola mirip dengan parabola, bedanya parabola hanya terdiri atas satu
kurva, sedangkan hiperbola terdiri dari dua kurva, yang masing-masing kurva
disebut cabang;

f. Suatu hiperbola memliki dua buah asimtot hiperbola berupa garis lengkung.
Asimtot merupakan garis lurus yang makin lama semakin didekati oleh
garis lengkung (kurva hiperbola), tetapi garis lurus dan kurva tidak pernah

berpotongan di suatu titik.
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Pada bagian menentukan persamaan parabola, guru dapat menggunakan
contoh menentukan persamaan parabola dengan pusat O (0,0) dan titik fokus
terletak pada sumbu X. Guru dapat menggunakan Gambar 1.16 untuk menjelaskan
proses menentukan persamaan hiperbola dengan pusat O (0,0) dan titik fokus
terletak pada sumbu X.

Ambil sebarang titik P(x,y) yang terletak pada hiperbola, berdasarkan definisi
hiperbola, selisih jarak Pke [, dengan Pke F| selalu sama yaitu 24, sehingga

|F, P|-|F.P|=2a.
J@+e) +(y—-0) —y(x—c)* +(y-0)’ =2a.

J@+e)Y+y’ =2a+(x-c) +y°.

Kuadratkan kedua ruas, sehingga diperoleh:

(.7C+c)2+y2 =4a2+4awl(ac—c)2+y2 +(x—c)2+y2_

cr—-a’=a (x—c)2+;t/2.

Kuadratkan kedua ruas, sehingga diperoleh:
2 .
2 / 2 2 Gambar 1.16. Hiperbola dengan Pusat
cr+a) = (a xr—c) + ) .16, HiIp g
( ) ( ) v ). 0(0,0) dengan Fokus pada sumbu X
(cC+a’)x*—a’y* =a’*(c* -a’).
Karena ¢*> 0 dan ¢*- @*> 0, maka dapat dibagi persamaan ini dengan a” (¢*- @?),

sehingga diperoleh

(2+a®)x? __dy a*(*-a?)
L) d-d) | )
x? _ Z/Z 1

@ (?=a?) -
Karena ¢>~ @*>> 0 dan ¢*- @*>= b?> maka z—j - z—j =1.
Persamaan inilah yang disebut dengan persamaan hiperbola dengan pusat 0(0,0)
dan titik fokus terletak di sumbu X.

Beberapa sifat dari hiperbola dengan pusat 0(0,0) dan titik fokus terletak di
sumbu X, di antaranya adalah sebagai berikut:
a. Titik fokus berada pada (£¢,0), puncak berada pada (+a,0);

b. Pusat hiperbola merupakan sebuah titik di pertengahan titik fokus dan terletak
pada sumbu fokal. Pada gambar 1.35, Pusat hiperbola terletak pada O (0,0);

¢.  Sumbu utama adalah sumbu X, dengan panjang sumbu mayor adalah 2a;

d. Sumbu sekawan merupakan garis yang tegak lurus dengan sumbu utama dan
melaui pusat hiperbola. Pada gambar 1.35, Yang menjadi sumbu utama adalah

sumbu Y;
2 2
e. Nilai ekentrisitas g = € — Y& +0",
a a
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f. Persamaan asimtot adalah y =
2

a
g. DPersamaan direktris & = =

2
h. Latus rectum adalah 2 7 .

‘ I Ayo Berdiskusi

Pada aktivitas ini, guru diharapkan dapat mengajak peserta didik untuk berani
menyampaikan pendapatnya dan bekerja sama. Guru membagi peserta didik
menjadi tiga kelompok diskusi. Setiap kelompok diskusi diberikan tugas yang
berbeda untuk menentukan persaman hiperbola. Kelompok pertama diberikan
tugas mendiskusikan tentang penentuan persamaan hlperbola dengan pusat 0(0,0)
dan titik fokus terletak pada sumbu Yadalah x2 1 atau b2 - a?x*= a?b2.
Kelompok kedua diberikan tugas mendlsku51kan tentang penentuan persamaan

(x—m)’

= latau bX(x - m)* - aX(y - n)* = a*b*. Kelompok ketiga diberikan taugas

hiperbola dengan pusat P(m,7) dan sumbu utama sejajar sumbu X adalah
_(y=ny
bz
mendiskusikan tentang penentuan persamaan hiperbola dengan pusat P (m,%)
(y-n) (z-m)

2

dan sumbu utama sejajar sumbu Y adalah = 1 atau b (y-n)*

a
a*(x-m)* = a*b*. Untuk mendiskusikan hal ini, guru dapat menggunakan bantuan
Gambar 1.17.

(¢) Hiperbola dengan Pusat P (m2,1)

A o
P q ”) Sumbu Utama Sejajar Sumbu X
(a) Hiperbola dengar} p usat (b) Hiperbola dengan Pusat Gambar 1.17. Kurva Hiperbola
0(0,0) dengan titik fokus P (m,n) dengan Sumbu Untuk Bahan Diskusi
pada sumbu Y Utama Seiajar Sumbu Y

Apabila peserta didik mengalami kesulitan untuk menunjukkan persamaan
hiperbola, guru dapat memberikan bimbingan dengan menjelaskan proses
menunjukkan persamaan hiperbola.
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Persamaan hiperbola dengan pusat O (0,0) dan titik fokus terletak pada sumbu Y.

Pada Gambar 1.17 bagian (a) diperoleh bahwa pusat koordinat O(0,0), F adalah
titik fokus hiperbola dengan koordinat /7 (0,¢) dan F,(0,—¢), titik puncak hiperbola
pada A (0,a) dan A(0,—a). Ambil sembarang titik P (x,-y) yang terletak pada
hiperbola. Berdasarkan definisi hiperbola yang menyatakan bahwa selisih jarak Pke
I, dengan P ke F selalu sama yaitu 2@, maka diperoleh bahwa |F,P |-|F P |=2a.

J@+0) +(y+c) —J(x=0) +(y—c) =2a

J@+0) +(y+0) =2a+(x—-0) +(y-c)
Kuadratkan kembali persamaan ini, maka diperoleh:

2+ (y+c) =4a’ +4ax’ +(y—c) + x>+ (y—c)’
Y+ ~(y—c) ~4d* =4az’ +(y )
4y -4a® = daJx* + (y-c)®
cy-a’ =ax’ +(y-c)
Kuadratkan kembali persamaan ini, maka diperoleh:
(cy-a*) =(az+ (y=c) )’

cyt+2aicy+at =a’ (2P +y* —2cy+c?)

Ayt +2d’cy +at = a*xt + d*yt - 2caty + a’c?
Ay —atyt —drt = a*t—at
(c2_a2)y2_a2x2 =a2(C2_a2)

Karena @*> 0 dan ¢*-@* > 0, maka dapat persamaan ini dapat dibagi dengan

2 2 2 2, 2 2
2 (22 : : (c-a)y”  _ Px* _ a(c-a’)
a* (¢*-a?), sehingga diperoleh ) e = )
2 2
y j—
@  (*-d%) L.
2 2
Karena c>-@?> 0dan >~ @>=b*maka L - =1

Beberapa sifat dari hiperbola dengan titik pusat O(0,0) dan fokusnya terletak
di sumbu X, di antaranya adalah sebagai berikut:

a. Titik fokus berada pada (0,%c¢), titik puncak berada pada (0,%a);

b. Pusat hiperbola merupakan sebuah titik di pertengahan titik fokus dan terletak
pada sumbu fokal. Pada gambar 1.17, Pusat hiperbola terletak pada 0(0,0);

¢. Sumbu utama (sumbu t7ansverse) adalah sumbu Y, dengan panjang sumbu
mayor adalah 2¢;

d. Nilai eksentrisitas ¢ = % =

a
e. Persamaan asimtot adalah ¥ = =
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Persamaan hiperbola dengan pusat P(#,7) dan sumbu utama sejajar sumbu X.

Pada Gambar 1.17 bagian (c) diperoleh bahwa pusat hiperbola di titik P (m,n),
dan sumbu utama sejajar sumbu X. Pada bagian sebelumnya, telah diperoleh
persamaan hiperbola dengan pusat di O (0,0) dan titik fokus terletak di sumbu X

adalah z—zz — ‘Z—z = 1. Apabila pusat hiperbola 0(0,0) ditranslasikan sejauh ( Z ), maka
diperoleh pusat hiperbola di titik P (#2,7), sumbu utama x = m sejajar dengan
sumbu X, serta sumbu sekawan y = 7 sejajar dengan sumbu Y, sehingga persamaan

hiperbolanya menjadi
(x-m)* _ (y=n)’ _ 1
2 - 2

Persamaan hiperbola dengan pusat P(#,7) dan sumbu utama sejajar sumbu Y

Pada Gambar 1.17 bagian (b) diperoleh bahwa pusat hiperbola di titik P(#2,7), dan
sumbu utama sejajar sumbu Y. Pada bagian sebelumnya, bahwa telah diperoleh
persamaan hiperbola dengan pusat di O (0,0) dan titik fokus terletak di sumbu
Y adalah aii - zc—j =1 Apabila pusat hiperbola O (0,0) ditranslasikan sejauh (;”)
, maka diperoleh pusat hiperbola di titik P (#2,%), sumbu utama x = m sejajar
dengan sumbu Y, serta sumbu sekawan y = 7 sejajar dengan sumbu X, schingga
persamaan hiperbolanya menjadi

Untuk memahami materi persamaan hiperbola, guru dapat menggunakan
Contoh Soal 1.25, 1.26, 1.27, dan Latihan Soal Terbimbing 1.15 yang ada pada
Buku Siswa. Guru diperkenankan untuk menggunakan contoh-contoh soal
lain yang sejenis untuk membantu peserta didik memahami materi persamaan

hiperbola.

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba, guru dapat membimbing peserta didik untuk me-
nyelesaikan Contoh Soal 1.25 bagian b dan Latihan Soal Terbimbing 1.15 dengan
alternatif penyelesaian berikut.

Alternatif Penyelesaian bagian b pada Contoh Soal 1.25
Persamaan hiperbola 9y* — 16x* = 144, diubah terlebih dahulu menjadi persamaan

a2 _ ¥ ¥y _x _ : 9y°  16x> _ .
T 1 aztau berbentuk prilyei 1, sehingga T =1 dapat dinyatakan
2
dalam £ — £ =1.
69

Dari persamaan parabola ‘71’—; - %2 = 1, maka pusat hiperbola terletak di titik O(0,0).
Selain itu, nilai @ = 4 dan b = 3, sehingga ¢ =V16+9 = 5.
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Titik fokus pada (-5,0) dan (5,0), titik puncak pada (-3,0) dan (3,0), sumbu

utama sejajar sumbu X dengan panjang 6, nilai eksentrisitas e = % = g, persamaan

direktriks =% danx=—7 , panjang latus rectum adalah 28% = 24 — 32 persamaan
a 3 3

asimtotnya adalah y = %x dany=— % X.

p
Latihan Soal Terbimbing 1.14

Tentukan unsur-unsur hiperbola yang terdiri dari atas titik pusat, titik fokus,
titik puncak, panjang sumbu utama dan asimtot untuk persamaan hiperbola
9x* - 4y*— 18x — 24y = -9!

A /

Alternatif Penyelesaian:
Persamaan hiperbola 9> - 4y* - 18x - 24y = -9, diubah terlebih dahulu menjadi
bentuk baku, menjadi
I(x* - 2x) - 4(y* - 6y) = -9.
Nx?-2x+1) -9 -4(y*+ 6y + 9) +36=-9.
Ax*-2x+1) -4y + 6y +9) +27=-9.
N —1)* - 4(y + 3)*=-36.
43 91y _ 1
36 36
W _ @)
9 4

Dari persamaan elips ini diperoleh bahwa pusat elips terletak di titik (1,-3), nilai
a=2dan b =3, sehingga c=/4+9 =/13.

Titik fokus pada (-v/13,3) dan (+/13,3),

titik puncak pada (3,3) dan (-1,3),

sumbu utama sejajar sumbu X dengan panjang 27,

nilai eksentrisitas ¢ = % = g,
i i =3 —_3
persamaan direktriks x = = danx N
panjang latus rectum adalah 22 = ? =3,
dan persamaan asimtotnya adalah y = Zxdany=- > x.
p y ¥=75 Yy=-75

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
ada di latihan 1.8. Telah disediakan alternatif penyelesaian bagi guru.
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( Latihan Soal 1.8
1. Tentukan titik pusat, titik fokus, titik puncak, jarak kedua fokus, dan
persamaan asimtot dari hiperbola dengan persamaan
a. 4x?-9y* = 36.
b. 16x* - 9y> - 64x — 54y = 161.

Alternatif Penyelesaian:

Menenukan titik pusat, titik fokus, titik puncak, jarak kedua titik fokus, dan

persamaan asimtot dari hiperbola dengan persamaan.

a. Persamaan hiperbola 4x* — 9y* = 36. diubah terlebih dahulu menjadi bentuk
baku, menjadi 43_922 _ % -1

"

Dari persamaan ini diperoleh bahwa pusat hiperbola terletak di titik (0,0), nilai
a=3dan b =2, sehinggac =9 +4 = V13. Titik fokus pada (—/13,0) dan
(+/13,0), titik puncak pada (3,0) dan (~3,0), sumbu utama sejajar sumbu X
dengan panjang 2(4) = 8, dan persamaan asimtotnya adalah y = %x dany =
-2zx.

b. Persamaan hiperbola 16x* - 9y* — 64x — S4y = 161, dirubah terlebih dahulu
dalam bentuk baku, menjadi 16(x*- 4x) — 9y + 6y) = 161.

16(x-2)* - 64 - Ay + 3)*+ 81 =161.

16(x=2)"  9(y+3)° _ 1

144 144
(x=2) _ (y+3) _ 1
9 16

Dari persamaan ini diperoleh bahwa pusat hiperbola terletak di titik (2,-3),
nilai @ =3 dan b = 4, sehingga ¢ = V9+16 =5.

Titik fokus pada (-5,0) dan (5,0),

titik puncak pada (5,-3) dan (-1,-3),

sumbu utama sejajar sumbu X dengan panjang 2(4) = 8,

dan persamaan asimtotnya adalah y = lfx dany=- 176 X.

2. Tentukan persamaan hiperbola jika diketahui
a. titik pusat 0(0,0), Titik fokus (8,0) dan (-8,0), titik puncak pada (6,0)
dan (-6,0).
b. titik puncak (2,2) dan (-8,2) serta asimtot 3x — Sy = 19.
c. puncak (7,3) dan (-1,3) serta melalui (8, 4%)

d. hiperbola melalui (1,v/3) dan asimtot y = +2.r.

/
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Alternatif Penyelesaian:

a. Karena hiperbola berada pada pusat 0(0,0) dan sumbu utama terletak pada
sumbu X, maka persamaan hiperbola berbentuk x— - z—j =
Diketahui hiperbola memiliki titik fokus (8,0) dan (-8,0), maka
¢ = 8atau ¢*= 64.
Diketahui hiperbola memiliki titik puncak (6,0) dan (-6,0), maka
a = 6 atau @*=36.
Subtitusikan ¢*= 64 dan @*= 36 ke rumus ¢* = @*+ b?, diperoleh
b*=c*- a*= 64-36 =28.

Jadi, persamaan hiperbolanya adalah &> — 5= = 1.

b. Titik puncak (4,2) dan (-2,2) serta salah satu asimtot 2x -3y +4 = 0.

Hiperbola memiliki titik puncak (m+a,q), sehingga m+a = 4 dan m-a =-2.
Dengan menggunakan eliminasi dan substitusi diperoleh bahwa

a=3dan m=1.
Hiperbola memiliki persamaan asimtot y—# = % (x-m), dengan menyubstitu-
sikan m = 1, n = 2, dan @ = 3 diperoleh bahwa

y-2=%(x-1).
3y-6=>bx-b.
bx-3y-b=6.
Dengan membandingkan persamaan asimtot 2x -3y +4 = 0 maka b =2.

(-2 =1.

. . (z-1)°
Jadi, persamaan hiperbolanya adalah =~ —*=

c. Hiperbola dengan titik puncak (7,3) dan (~1,3) maka hiperbola memiliki titik
pusat (72,72) dan sumbu utama sejajar dengan sumbu X.

Hiperbola dengan titik puncak (7,3) dan (-1,3), maka # = 3, m-a = 7 dan
m+a = —1. Dengan menggunakan substitusi dan eliminasi pada persamaan
m —a =7 dan m+a = -1 diperoleh bahwa m =3 dana = 4.

Telah diperoleh bahwa pusat hlperbola di (3,3) dan a = 4, sehingga memenuhi

(JC 3) _ w3
persamaan hiperbola ~—=—""-==1.

sy sy

16 b2 .

Karena hlperbola melalui titik (8, 44 5), maka dengan menyubstitusikan X = 8
dany = 4 ke persamaan hiperbola “——— (I 3) M

(837 (4337 —1
16 R

250% - 36 = 16b°%.
O?= 4. Jadi, persamaan hiperbolanya adalah
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d. Pada persamaan asimtot y = + % Z, berarti bahwa pada persamaan asimtot
y = £2x memiliki nilai = 2k dan @ = k. Misalkan persamaan hiperbolanya
adalah j—j— ‘lb/—j =1, dan melalui titik (1,v/3), maka berlaku é— biz =1 atau
dapat dinyatakan dengan b* - 3a* = a*D”.

Dengan menyubstitusikan b = 2k dan @ = & ke persamaan 6* - 3a* = a* b?,
diperoleh 4k? — 3k*= k*4k* atau k = \/% . Dengan menyubstitusikan & = \/% ke
persamaan b = 2k dan a = k diperoleh bahwa b?= 1 dan ¢*= 1.

Jadi, persamaan hiperbolanya adalah z_ L =latau4r’-y =1

~

( 3. Tentukan fokus, eksentrisitas, panjang latus rectum, dan persamaan
direktris dari hiperbola berikut:
a. 4x?-25y>=100.
b. 4x?-9y> -16x +18y = 29.

. /

Alternatif Penyelesaian:

a. Dari persamaan 4x* — 25y* = 100 dapat dinyatakan dalam bentuk JZC—; - yjz =1
sehingga @ = 5 dan b = 2. Nilai ¢ diperoleh dengan cara menyubstitusikan @ =
S dan b =2 ke rumus ¢? = @* - %, sehingga diperoleh ¢ = V21,

Titik fokus terletak di titik (5,0) dan (-5,0).

Eksentrisitas ¢ = < = @ = 1+/21.
Panjang latus rectum adalah 22 = 28 = &

; =t __2 _2 —_b__2 __2
Persamaan direktris & = 7 = == 57v2l dan xr=—-7=—-—==-5+2L

b. Persamaan 4x*-9y* -16x +18y = 29 dapat dinyatakan dalam % — % =1
sehingga @ = 3 dan b =2.Nilai ¢ diperoleh dengan cara menyubstitusikan @ =

3dan b =2 ke rumus ¢? = @* - b?, sehingga diperoleh ¢ = V5.
Titik fokus terletak di titik (3,0) dan (-3,0).
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C. Pengayaan Geometri Analitik

Materi pengayaan adalah materi yang dapat diberikan kepada peserta didik yang
cepat belajar atau memiliki kemampuan akademik diatas rata-rata. Tujuan dari
pengayaan tersebut adalah agar mereka dapat mengembangkan potensinya secara
optimal dengan memanfaatkan sisa waktu yang dimilikinya. Berkaitan dengan hal
tersebut, maka materi pengayaan irisan kerucut berupa kedudukan dua lingkaran
dan persamaan garis singgung irisan kerucut tidak diberikan kepada seluruh peserta

didik.
1. Kedudukan Dua Lingkaran

Sebelum menyampaikan materi tentang kedudukan dua lingkaran L, dan L, guru
diharapkan melakukan tes diagnostik kognitif seperti cara menentukan pusat
lingkaran, kedudukan garis terhadap lingkaran dan persamaan garis singgung
lingkaran, dan diskriminan. Selanjutnya, guru dapat menggambar kedudukan dua
lingkaran yang berpotongan seperti pada Gambar 1.18.

Alx,y)

B(x,,,)

(a) Berpotongan di dalam (b) Berpotongan di luar

Gambear 1.18. Kedudukan Dua Lingkaran yang Saling Berpotongan

Pada kedudukan ini, guru menyampaikan bahwa syarat kedudukan dua
lingkaran berpotongan di dalam jika pusat lingkaran pertama P, berada pada
lingkaran kedua L, atau sebaliknya. Kedudukan dua lingkaran berpotongan di
luar terjadi, jika pusat lingkaran pertama P, tidak berada pada lingkaran kedua L,
atau sebaliknya.

‘S(Is’yb) “

(a) Bersinggungan di dalam (b) Bersinggungan di luar

Gambar 1.19. Kedudukan Dua Lingkaran yang Saling Bersinggungan

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XII




Selanjutnya, guru dapat menyampaikan bahwa untuk kedudukan dualingkaran
yang saling bersinggungan (Gambar 1.19). Pada kedudukan ini, kemungkinan
kedudukan dua lingkaran bersinggungan di dalam, jika (1) lingkaran pertama
L, dan lingkaran kedua L, berpotongan pada satu titik, dan (2) pusat lingkaran
pertama P, berada pada lingkaran kedua L,, atau sebaliknya. Untuk kedudukan
dua lingkaran bersinggungan di luar, jika (1) lingkaran pertama L, dan lingkaran
kedua L, berpotongan pada satu titik, dan (2) pusat lingkaran pertama P, tidak
berada pada lingkaran kedua L, atau sebaliknya.

Pada kedudukan dua lingkaran tidak bersinggunggan maupun berpotongan
seperti yang digambarkan pada Gambar 1.20. Pada kedudukan ini, lingkaran yang
tidak berpotongan maupun bersinggungan, kedudukan lingkaran pertama L,
berada di dalam lingkaran kedua L , atau sebaliknya. Kedudukan dua lingkaran
saling lepas, dapat terjadi, jika kedudukan lingkaran pertama L tidak berada pada
lingkaran kedua L..

(a) Tidak bersinggungan (b) Dua lingkaran saling lepas
Gambar 1.20. Kedudukan Dua Lingkaran yang Tidak Saling Bersinggungan

Selain ketiga kedudukan tersebut, guru dapat menyampaikan kemungkinan
kedudukan dua lingkaran lainnya yaitu dua lingkaran yang saling konsentris dan
dua lingkaran berhimpit. Kedudukan dua lingkaran dikatakan konsentris jika
dua lingkaran L, dan L, berada pada satu titik pusat lingkaran, walaupun kedua
lingkaran ini memiliki jari-jari yang berbeda. Namun, jika kondisi konsentris ini,
dualingkaran tersebut memiliki jari-jari yang sama maka kedudukan dua lingkaran
dinamakan dengan berhimpit.

Agar peserta didik dapat memahami materi kedudukan titik terhadap
lingkaran, guru dapat memberikan alternatif contoh soal yang ada pada Buku
Siswa seperti Contoh Soal 1.17 dan Latihan Soal 1.5.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan permasalahan yang
ada di latihan Soal 1.5. Telah disediakan alternatif penyelesaian untuk membantu

guru.
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Latihan Soal 1.5

1. Tentukan titik potong dua lingkaran berikut!.
a. LEX+y-2x-4y+1=0dan L =2°+y*-2x -8y +9=0.
b. LExr+y-2xr-4y+1=0dan L= +y-2x -4y +4=0.

. J

Alternatif Penyelesaian:

a. Untuk menentukan titik potong lingkaran L. = x*+ 3> - 2xr -4y + 1 =0
dan L = x*+ y*- 2x - 8y + 9 = 0, dapat dilakukan dengan mengeliminasi
persamaan lingkaran satu dengan dengan menggunakan persamaan lingkaran
yang lainnya, schingga

L-L=x+y-2x-4y+1)-(r"+y-2x -8y +9).

L-L, =4y-38.
Syarat untuk mengetahui titik potong adalah L —L = 0, sehingga diperoleh y
= 2. Substitusikan y = 2 ke persamaan lingkaran x*+ y*- 2xr — 4y + 1 = 0,
sehingga diperoleh persamaan kuadrat x* - 2r -3 = 0.
Dengan menggunakan faktorisasi pada persamaan kuadrat x> - 2x - 3 = 0, di-
peroleh bahwa x, =3 atau x,= - 1.
Jadi, titik potong kedua lingkaran tersebut adalah (3,2) dan (-1,2).

b. Untuk menentukan titik potong lingkaran L = x>+ y*- 2x — 4y + 1 =10
dan L = x*+ y*- 2x - 4y + 4 = 0, dapat dilakukan dengan mengeliminasi
persamaan lingkaran satu dengan dengan menggunakan persamaan lingkaran
yang lainnya, schingga

L-L=@+y-2x -4y +1) - (X+y* - 2x - 4y + 4).
L-L =-3.
Karena L — L, = -3 maka kedua lingkaran tidak memiliki titik potong.

™

(2. Tunjukkan bahwa dua lingkaran berikut saling bersinggungan. Kemudian
tentukan titik singgungnya!
a. L=EX+y-2xr-4y+1=0dan L =x*+y*-8x - 12y +43=0.
b. LEX*+y+6x-4y-23=0dan L, =x°+y*-12x +20y +55=0.

. J

Alternatif Peneyelesaian:
a. L-L =(@+y-2x -4y +1)- (" +y* - 8x — 12y + 43).
L - L, =10x - 4y - 42.

Dari sini, peserta didik telah memperoleh persamaan baru yaitu 10x-4y —42 =0
atau dapat dinyatakan dengan y = 10242
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Substitusikan y = 1% ke persamaan lingkaran 22+ y* - 2 — 4y + 1, schingga

1.2_'_ (1014—42)2_ 21. _ 4(10964—42) + 1 — 0
2+ (10012—1186()x+1764)_ 122 + 43 =0.
16x*+ 100> — 840>+ 1764 — 192x + 688 = 0.

116x* - 1032x+ 2452 =0.
Persamaan kuadrat ini memiliki koefisien @ = 116, b = -1032, dan ¢ = 2452.
Syarat dua lingkaran bersinggungan adalah nilai diskriminan sama dengan nol,
sehingga D = (—1032)2-4(116)(2452) = 72704
Karena diperoleh nilai diskriminan sebesar 72704, maka kedua lingkaran
tersebut tidak memiliki titik singgung.
. L-L,=(x+y* - 6x - 4y +23) - (X’ + y*- 12 - 20y + 55).
L - L,=18x -24y -78.

Dari sini, peserta didik telah memperoleh persamaan baru yaitu

18x-24y-78 = 0 atau dapat dinyatakan dengan y = 18278,
Substitusikan y = 8278 ke persamaan lingkaran x>+ y* - 6x — 4y + 23, sehingga
I+ (BB — 6 — 4(Z8L18) + 23 = 0.
X%+ SALZOBI6084 ] (02p + 445 = 0.
576x% + 324x* -2808x +6084 —58752x +256320 = 0.
900x?> - 61560x + 262404 = 0.

Persamaan kuadrat ini memiliki nilai diskriminan tidak nol, sehingga kedua
lingkaran tersebut tidak memiliki titik singgung.

[ 3. Tunjukkan bahwa kedudukan dua lingkaran berikut ini tidak berpotongan )
dan tidak bersinggungan!

a. L=xr+y+4y+3=0dan L =2+y°-4x -2y+1=0.
b. L=EX+y -6x+4y+12=0dan L =x*+y*+2x +8y-8=0.

Alternatif Penyelesaian:

L-L,= (X*+ ¥*+ 4y +3) - (PP + y* - 4x -2y + 1).
L-L,=4x -2y -2.

a. L-L =@+ +4y+3)-(X*+y - 4xr -2y + 1).

L-L, =4x -2y -2.
Dari sini, peserta didik telah memperoleh persamaan baru yaitu 4x -2y -2 =0
atau dapat dinyatakan dengan y = 2x-1.
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Substitusikan y = 2xr-1 ke persamaan lingkaran x>+ y*+ 4y + 3, sehingga
2+ (2xr-1)*+ 4(2x-1)+ 3 =0.
3x*+ 4x = 0.
Syarat dua lingkaran tidak berpotongan dan tidak bersinggungan adalah nilai
diskriminan kurang dari nol, sehingga D = (4)* - 4(3)(0) = 16.
Karena diperoleh nilai diskriminan lebih dari 0, maka kedua lingkaran tersebut
memiliki titik potong di dua titik.
b. L - L, =(x+y’-6x +4y +12) - (x> +y*+2x +8y -8).
L-L =-8x-4y+4.
Dari sini, peserta didik telah memperoleh persamaan baru yaitu
-8x —4y + 4 = 0 atau dapat dinyatakan dengan y = 1 -2.x.
Substitusikan y = 1 —2x ke persamaan lingkaran x*+y*-6x +4y +12, schingga
x> +(1 -2x)*-6x +4(1 -2x) +12=0.
P +1 -4 +4x* -6 +4 -8 +12=0.
Sx*-18x +17 = 0.

Syarat dua lingkaran tidak berpotongan dan tidak bersinggungan adalah nilai
diskriminan kurang dari nol, sehingga D = (-18)*~4(5)(17) = -16.

Karena diperoleh nilai diskriminan kurang dari 0, maka kedua lingkaran
tersebut tidak memiliki titik potong di kedua titik, sehingga kedudukan dua
lingkaran tersebut tidak bersinggungan dan tidak berpotongan.

2. Persamaan Garis Singgung Irisan Kerucut

Sebelum menyampaikan materi tentang persamaan garis singgung irisan kerucut,
guru diharapkan melakukan tes diagnostik kognitif yang dapat dilakukan dengan
cara tanya jawab berkaitan dengan cara menentukan persamaan garis singgung
lingkaran titik 7(x,y). Selanjutnya, guru dapat menyampaikan ke peserta didik
bahwa secara umum untuk menentukan persamaan irisan kerucut (parabola, elips,
dan hiperbola) di titik 7{xr,y) hampir sama dengan menentukan persamaan garis
singgung lingkaran pada titik 7{x,y). Ketiga cara yang dapat digunakan untuk
menentukan persamaan garis singgung irisan kerucut adalah (a) titik singgung
telah ditentukan, (b) kemiringan garis singgung lingkaran telah ditentukan, dan
(c) sebuah titik di luar lingkaran yang telah ditentukan. Untuk lebih jelas terkait
ketiga cara tersebut, guru dapat memberikan penjelasan.

Agar peserta didik lebih memahami materi persamaan garis singgung irisan ke-
rucut ini, guru dapat menjelaskan Contoh Soal 1.28, 1.29, dan 1.30, Latihan Soal
Terbimbing 1.16, 1.17, dan 1.18. Guru diperkenankan menggunakan contoh soal
lain yang sejenis untuk memberikan contoh soal kepada peserta didik.
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@ Ayo Mencoba

Aktivitas Ayo Mencoba ini merupakan aktiftas guru untuk memberikan
bimbingan kepada peserta didik. Guru dapat membimbing peserta didik dengan
cara melakukan tanya jawab diagnostik untuk melengkapi jawaban pada Latihan
Soal Terbimbing 1.15 - 1.17. Alternatif Penyelesaian sudah disediakan untuk

membantu guru.

/Latihan Soal Terbimbing 1.15
Tentukan persamaan garis singgung 4x’+9y* —12x +6y -7 = 0 pada titik (1,1)!

AN J

Alternatif Penyelesaian:
Dari prinsip bagi adil yang ada pada Tabel 1.2 di Buku Siswa, maka persamaan garis
singgung 4x*+9y> -12x +6y -7 = 0 di titik (1,1) adalah
4xx +9Yy, —12(“1 GM—7 0.
4x +9y —6(x+1) + 3(y+1) - 7=0.
12y - 2x-10=0.
Jadi, persamaan garis singgungnya adalah 12y - 2r — 10 = 0.

( Latihan Soal Terbimbing 1.16

Tentukan persamaan garis singgung ehps —+ = = 1 dengan kemiringan 7 = 2!
AN J

Alternatif Penyelesaian:
Persamaan ellps = + y— =1, maka @*>=20, *=16 dan kemiringan garis singgung

adalah 2. Maka persamaan garis singgungnya adalah

y=mx=a'm’ +b* =2x +./(20)(4)+16.

Y=2x++/96 =21 +4-/6.
Jadi, persamaan garis singgungnya adalah y = 2x + 4/6 dan y = 2x - 4+/6.

( Latihan Soal Terbimbing 1.17

Guru dapat menggunakan konsep yang ada pada Latihan Soal Terbimbing
1.15. dan 1.16, untuk menyelesaikan Latihan Soal 1.17.

\ J
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Interaksi Guru dengan Orang Tua )

Guru memberitahukan kepada peserta didik, bahwa mereka belajar di
rumah untuk mengerjakan tugas pada Buku Siswa Latihan Soal 1.1 sampai
Latihan Soal 1.8 dan Uji Kompetensi bersama orang tua atau wali murid.
Guru memberi tahu orangtua atau wali murid untuk mengingatkan,
membimbing, dan mengawasi putra-putrinya untuk mengerjakan tugas
di rumah, serta memberi paraf pada hasil kerjanya. Dijelaskan pula bahwa
yang harus dilakukan orang tua adalah membimbing, bukan mengerjakan
tugas. Interaksi ini dapat dilakukan melalui pertemuan, sms, telepon,
grup media sosial, atau buku penghubung. Jika orang tua belum jelas cara

membimbingnya dipersilakan menghubungi guru.
g J

D. Uji Kompetensi

e \

1. Diketahui lingkaran L = (x—4)* - (y—4)* = 16 memotong garis y = 4.
Tentukan persamaan garis singgung lingkaran yang melalui titik potong

lingkaran dan garis tersebut!

Alternatif Penyelesaian:

Substitusikan y = 4 ke persamaan (x-4)* - (y—4)* = 16, sehingga (x-4)*=16.
(x—4) = 4. hingga didapat x = 8 ataux,= 0. Jadi titik potong lingkaran (x—4)
— (y—4)* = 16 dengan garis y = 4 adalah (8,4) dan (0,4).

Untuk titik (8,4), maka persamaan garis singgungnya adalah 4(x—4)=16 atau x = 8.
Untuk titik (0,4), maka persamaan garis singgungnya adalah —4(x—4)=16 ataux = -8.

- N
2. Tentukan persamaan garis sejajar dengan x + 2y — 5 = 0 yang membagi

lingkaran L. = x>+ y*+10x - 6y - 2 = 0 menjadi dua bagian yang sama!

/

Alternatif Penyelesaian:

Persamaan lingkaran x>+ y*+10x — 6y — 2 = 0 dapat dinyatakan dalam (x+5)*+
(¥ —3)*= 36, sehingga titik pusat di (-5,3).

Karena memotong lingkaran menjadi dua bagian yang sama, maka garis melalui
titik pusat lingkaran yaitu melalui (-5,3). Selain itu, garis tersebut juga sejajar
dengan persamaan garis * +2y -5 = 0, dengan kemiringan sebesar % Dengan
menyubstitusikan x = -5, y, = 3, dan m = % ke persamaan y-y, = m(x-x,) maka
persamaan garisnya adalah y -3 = 1(x +5) atau 2y —x = 11.
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3. Jika kuasa titik M(a,4) = 0 terhadap lingkaran L = x*+ y* - 25 =0,

tentukanlah nilai dari @!

Alternatif Penyelesaian:

K as =0, maka@® -9 =0, sehingga ¢ =3 atau @ = -3.

Soal Berpikir Kreatif

( 4. Jika titik A dan B berada pada lingkaran L = x*+y* -6x -2y +k = 0, )
maka garis singgung lingkaran yang melalui titik A dan B berpotongan di

titik C(8,1). Jika luas segi empat yang melalui titik A, B, dan C serta pusat
lingkaran adalah 12, tentukanlah nilai dari k!

AN J

Alternatif Penyelesaian:
Dari persamaan lingkaran x> +y* —6x -2y +k = 0, diperoleh bahwa pusat lingkaran
di P(3,1). Karena perpotongan 2 garis singgung di titik (8,1) maka panjang PC =
8 — 3 = 5. Karena 2 segitiga tersebut mempunyai panjang PA = PB = r dan sisi
miringnya sama, yaitu PC maka dapat dipastikan bahwa 2 segitiga tersebut identik
sehingga membentuk layang-layang.
Luas layang-layang tersebut adalah 12, sehingga
Luas layang-layang = dua kali luas segitiga = 2 x 1AC x PA.
12 = AC x PA atau dapat dinyatakan dengan AC = 2.
Jari-jari dapat diperoleh dari 7? = 3%+1>-k = 10 -k.
Pada segitiga PAC, berlaku bahwa AC? = PC?*— PA*> = (8 - 3)*-r.
Dengan menyubstitusikan 72=10 —k dan AC = *2, pada persamaan
AC?=(8 - 3)*- % diperoleh AC?=25 - (10 - k)*.

() =25 -(10 - k)*

r*-25r*+144=0.
r*=16danr?=9.

Dengan menyubstitusikan 7 *= 16 ke persamaan 7> = 10 -k diperoleh & = -6.
Dengan menyubstitusikan 7= 9 ke persamaan 7* = 10 —k diperoleh /& = 1.
Jadi, nilai k yang memenuhi adalah £ = -6 atau & = 1.

(5. Tunjukkan bahwa puncak kedua parabola x> -2x-5y +11 = 0 dan y* +5x )

-9 adalah sama, dan tentukan titik perpotongan kedua parabola!
AN J
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Alternatif Penyelesaian:

Parabola x* -2 -5y +11 = 0 dan y* +5x -9 berturut-turut dapat ditulis sebagai
(r-1)*=5(y-2) dan (y-2)*= 5(x-1).

Dari kedua persamaan terakhir, kita dapat melihat bahwa titik puncak kedua
parabola ada di titik (1,2). Dengan mengganti salah satu persamaan dengan
persamaan lainnya untuk menemukan perppotongan kedua parabola, kita
memperoleh (x-1)4 = 125(x-1). Dengan menyelesaikan persamaan ini, diperoleh
Z = 1danx = 6, maka titik potong kedua parabola adalah (1,2) dan (6,7).

e ~
6. Diketahui dua fokus elips terletak pada sumbu X. Sumbu mayor dan sumbu

minor secara berturut turut adalah 10 dan 8. Tentukan persamaan elips yang
menyinggung sumbu Y!

Alternatif Penyelesaian:

Karena titik fokus terletak pada sumbu X, schigga pusat elips terletak pada sumbu
(x m)z _2 =1

X, maka 7 = 0. Elips memenuhi persamaan
Sumbu mayor adalah 10, maka 2¢ = 10 atau a =5. Sumbu minor adalah 8, maka
2b=8ataub = 4. Daria = Sdan b = 4, maka c*= a*-0*=25- 16=9, sehingga c=3.
Dari @ =5 dan b = 4, maka persamaan elips memenuhi (x mE L,

Karena Elips menyinggung sumbu Y dan titik fokus elips terletak pada sumbu X,
maka titik singgung elips terhadap sumbu Y adalah 0(0,0). Dari sini, elips melalui
titik (0,0), sehingga memenuhi Zf—; =1 atau m = %5. Telah diperoleh bahwa # = 0,
sehingga titik pusat elips berada pada titik (5,0) atau (-5,0).

(L0

Jadi, persamaan elipsnya adalah (x 5) =1 dan -+

p
7. Hiperbola dengan persamaan xy = 1 merupakan salah satu bentuk hiperbola

paling sederhana dan berbentuk siku-siku. Hiperbola xy = 1, dapat diperoleh
dengan memutar parabola sejauh 45° di sekitar titik asal. Selidikilah sifat-sifat
hiperbola xy = 1!

A

Alternatif Penyelesaian:

a. DPersamaan hiperbola xy = 1 dapat dinyatakan
dengan x = é, maka:

b. titik fokus berada pada (2,2) dan (-2,-2);,

c. titik puncak berada pada (1,1) dan (-1,-1);

d. pusat hiperbola terletak pada titik O(0,0);.
e
f.
g

sumbu utama x = y;
persamaan direktiks y = —x-2 dan y= -x +2;.
persamaan asimtot adalah y = 0 danx = 0.
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Pengalaman Belajar

Setelah mempelajari bab ini, peserta didik diharapkan dapat:
Menjelaskan konsep limit dan limit fungsi;
Mengidentifikasi sifat-sifat limit fungsi;
Menentukan nilai limit fungsi;

2

3.

4. Menentukan nilai limit fungsi di tak hingga; -

5. Menerapkan konsep dasar limit fungsi dalam menyelesalkan masalah kehidupan sehari-hari.

Peta Konsep
Limit
Definisi Limit Fungsi

Sifat-sifat Limit Fungsi

.

Limit Fungsi Trigonometri Limit Fungsi Aljabar
Aplikasi Limit Fungsi |
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Salah satu elemen kalkulus yang dibahas pada Matematika Tingkat Lanjut un-
tuk SMA kelas XII adalah limit. Materi ini bertujuan agar peserta didik dapat
menerapkan konsep dasar kalkulus di dalam konteks pemecahan masalah aplikasi
dalam berbagai bidang. Bagian Limit membahas tentang definisi limit fungsi,
sifat sifat limit fungsi, nilai limit fungsi aljabar dan trigonometri, serta aplikasi
limit fungsi dengan berbagai bidang yang disesuaikan dengan kehidupan sehari-
hari. Secara umum bagian ini memberikan alternatif pedoman bagi guru untuk
melakukan pembelajaran limit kepada peserta didik

Panduan Pembelajaran

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru memandu peserta didik untuk ber-
doa menurut agama dan kepercayaan masing-masing. Hal ini bertujuan untuk me-
nguatkan salah satu elemen Profil Pelajar Pancasila, yaitu beriman, bertakwa kepa-
da Tuhan YME, dan berakhlak mulia. Setelah itu, guru melakukan tes diagnostik
kognitif dan non kognitif. Pada tes diagnostik non kognitif, guru dapat menggu-
nakan alternatif pertanyaan yang ada pada kegiatan Ayo Mengingat Kembali yang
pada materi Lingkaran di Bab 1 Geometri Analitik. Selanjutnya, guru dapat mem-
berikan pertanyaan diagnostik kognitif untuk mengetahui capaian kompetensi pe-
serta didik, menyesuaikan pembelajaran di kelas dengan kompetensi rata-rata pe-
serta didik, dan memberikan pembelajaran tambahan kepada peserta didik dengan
kompetensi di bawah rata-rata. Tes diagnostik kognitif dapat dilakukan dengan ta-
nya jawab berkaitan dengan faktorisasi, bentuk akar termasuk faktor sekawan, dan
trigonometri (terutama definisi sinus, cosinus, dan tangen), dan fungsi kuadrat.

Setelah memberikan tes diagnostik, guru memberikan apersepsi kontekstu-
al berupa Pacu Jawi atau Karapan Sapi. Penunggang Pacu Jawi atau penunggang
Karapan Sapi (sering disebut dengan joki), perlu memperkirakan kecepatan yang
tepat agar mampu mengendalikan arah laju sepasang sapi tersebut hingga dapat
bergerak lurus. Oleh karena itu, terdapat batas atau limit kecepatan yang dapat di-
toleransi oleh penunggang ketika mengendalikan laju sepasang sapi dalam tradisi
Pacu Jawi dan Karapan Sapi.

Untuk beberapa daerah yang merasa asing dengan tradisi Pacu Jawi dan
Karapan Sapi, guru dapat menggunakan konteks lain sesuai daerah masing-masing
yang dapat memberikan pengalaman (pengetahuan) awal tentang limit. Hal ini
bertujuan untuk memotivasi peserta didik bahwa materilimit ada kaitannya dengan
kehidupan sehari-hari. Pemahaman tersebut diharapkan dapat membuat peserta
didik beranggapan mempelajari matematika sangat dekat dengan lingkungan
sekitar dan ilmu pengetahuan lain.
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A. Definisi Limit Fungsi

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 2.1 Definisi Limit Fungsi

Guru membentuk kelompok yang terdiri dari 4-5 peserta didik. Setelah itu, guru
menyajikan masalah yang berkaitan dengan kekuatan genggaman pada ekor sapi
dengan kecepatan berlari sapi pada tradisi Pacu Jawi atau Karapan Sapi. Guru
dapat menceritakan bahwa semakin kuat joki menggenggam ekor sapi, semakin
cepat pula laju sapi. Hal ini berarti besarnya kekuatan genggaman pada ekor sapi
mengakibatkan kecepatan meningkat. Oleh karena itu, joki perlu menentukan
besarnya kekuatan genggaman yang tepat pada ekor sapi, agar kecepatannya tidak
mengakibatkan arah laju sapi menyimpang meskipun dengan kecepatan tinggi.
Guru memberikan tabel kekuatan genggaman dan kecepatan sapi seperti pada
Tabel 2.1. Untuk besaran kekuatan genggaman dan besarnya kecepatan sapi, guru
dapat memodifikasinya sehingga setiap kelompok memiliki hasil yang berbeda.

Tabel 2.1. Kecepatan Sapi dalam Pacu Jawi.

Kekuatan

Genggaman | 38,00 | 38,40 | 38,80 | 38,90 | .. 39,00 | ... 39,10 | 39,20 | 39,60 | 40,00
kg)

Kecepatan | ) | 155 | 159 [ 1,599 | ... I 1,6001 | 1,601 | 1,65 | 1,9
(m/s)

Setelah itu, peserta didik diarahkan untuk mendiskusikan

1. Nilai limit yang didekati dari kiri dan nilai limit yang didekati dari kanan.

2. Menaksir besar kecepatan sapi saat kekuatan genggaman penunggang mende-
kati 39 Kg.

3. Apakah kecepatan sapi yang peserta didik taksir pada kekuatan genggaman 39
Kg merupakan nilai yang tepat?

4. Misalkan kecepatan sapi dinyatakan dalam sebuah fungsi f(x) dengan x
menyatakan kekuatan genggaman penunggang. Jika nilai  mendekat ke 39,

taksirlah nilai f{xx)!

Berdasarkan hasil diskusi ini, guru diharapkan memberikan kesimpulan bahwa de-
finisi limit adalah sebagai berikut.
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Misalkan f sebuah fungsi f : R—R.

. li_r)n J(x) = L, berarti untuk x mendekati ¢, maka f(x) mendekati L,

* jika limit kiri lim f{xr) ada dan limit kanan lim f{x) ada, sehingga

Tr—C

* lim f(x) = lim flx)=L, maka ng;l fx)=L.

r—c” xr—ct

Catatan: lim f(x) = L dibaca limit f(x), untuk x mendekati ¢ sama dengan L
\\\V xXx—C

Artinya bahwa nilai limit suatu fungsi ada jika nilai limit kiri "ada dan sama
dengan” nilai limit kanan. Peserta didik akan lebih memahami definisi tersebut
dengan memperhatikan Contoh Soal 2.1.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan kelompok yang sudah
dibentuk pada kegiatan Eksplorasi 2.1. Diharapkan, guru dapat mengajak peserta
didik untuk berani menyampaikan pendapat, bekerja sama dalam kelompok,
dan mendengarkan pendapat rekan lainnya. Pada kegiatan ini kelompok peserta
didik diberikan masalah seperti Latihan Soal Terbimbing 2.1 hingga Latihan Soal
Terbimbing 2.3. Apabila jumlah kelompok yang dibentuk lebih dari 2 kelompok,
guru dapat menambahkan bentuk masalah dengan mengadaptasi Latihan Soal
Terbimbing 2.1 hingga 2.3. Setelah selesai mendiskusikan masalah, perwakilan
kelompok dapat mempresentasikan hasil diskusi. Alternatif hasil diskusi kelompok
peserta didik untuk Latihan Soal Terbimbing 2.1 hingga 2.3 adalah sebagai berikut.

N

" Latihan Soal Terbimbing 2.1

Perkirakan nilai liné(?ax - 1) dengan pemahaman intuitif!
_ T

Alternatif Penyelesaian:

Peserta didik diminta melengkapi Tabel 2.2 untuk menentukan nilai fungsi f{x) =
3x — 1 pada saat x mendekati 6.

Tabel 2.2. Nilai f{x) = 3x - 1 untuk r mendekati 6.

x 5,3 5,6 5,9 5,95 | 5,995 6 6,005 6,05 6,1 6,4 6,7

f(l‘) 14,9 | 15,8 | 16,7 | 16,85 | 16,985 17 17,015 | 17,15 | 17,3 | 18,2 | 19,1

C oo T




Berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh

untuk x mendekati 6 dari kiri, nilai f(r) mendekati 17, artinya gl_r)rg (3x-1)=17
dan untuk x mendekati 6 dari kanan, nilai f{x) mendekati 17, artinya

}i_r>rél+(3x—1) = 17. Hal ini berarti }g}g (Bx-1)= }i_r}r61+(3x—1) =17.

Jadi, }Ciglé(Z»x—l) =17.

" Latihan Soal Terbimbing 2.2

Perkirakan nilai hm— dengan pemahaman intuitif!
AN J

Alternatif Penyelesaian:
Peserta didik diminta melengkapi Tabel 2.3 untuk menentukan nilai fungsi f{x) =

2
3;—__39 pada saat x mendekati 3.

Tabel 2.3 Nilai f{x) = pada saat x mendekati 3

L 2,6 2,7 2,8 2,9 2,95 3 3,09 3,9 3,8 3,7 3,6

flx) | s6 | 57 | 58 | 59 | 595 | 0/0 | 609 | 509 | 58 | 57 | 56

Berdasarkan tabel di atas, diperoleh:
Untuk x = 3, dengan menyubstitusikannya ke persamaan dlperoleh nilai -

Tetapi dengan melihat Tabel 2.3, guru dapat menyampalkan bahwa

untuk 2 mendekati 3 dari sebelah kiri, nilai f{xr) mendekati 6, artinya lim == 39 =6
x—3"

dan untuk x mendekati 3 dari sebelah kanan, nilai f{xr) mendekati 6, artinya

lim == x? 12
im <= 3 = 6. Hal ini berarti llmI—3 = 1m+x_3 - 6.
L3 r—3" 53

Jadi, hm —‘9 =6.

" Latihan Soal Terbimbing 2.3

Perkirakan nilai li_ng(x—Z)(xz+2) dengan pemahaman intuitif!
\ x J

Alternatif Penyelesaian:

DPeserta didik diminta melengkapi Tabel 2.4 untuk menentukan nilai fungsi f{x) =
(x-2)(x*+2) pada saat x mendekati 2.

Tabel 2.4 Nilai f{x) = (x-2)(x*+2) pada saat £ mendekati 2

x 1,5 1,7 18 19 1,95 2 | 2,05 21 | 22 | 23 | 24

f(l‘) -2,125 | 1,467 | -1,048 | -0,561 | 0,290 0 0,310 | 0,641 | 1,368 | 2,187 | 3,104
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Berdasarkan Tabel 2.4, diperoleh

Untuk x mendekati 2 dari kiri, nilai f{xr) mendekati 0, artmya l1m (x =2)(x*+2)=
0 dan untuk xr mendekati 2 dari kanan, nilai f{xr) mendekati 0, artmya lim (x -2)(x*+
%)= 0Tni berarti lim (x -2)(@®+2) = lim (x 22+ 2)=0

x—2" r—2*

Jadi, lim (x -2)(x*+2)=0
x—2

@ Video Pembelajaran

Guru dapat menyarankan peserta didik untuk melihat (=135 =]
penjelasan definisi limit fungsi dengan cara scan gambar

barcode di samping, atau berselancar pada /ink youtube s
https://www.youtube.com/watch?v=We67Bimd6cA [=l el

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas ini, peserta didik diminta menyelesaikan permasalahan yang ada di
Latihan Soal 2.1. Alternatif penyelesaian telah disediakan untuk memudahkan
guru.

"Latihan Soal 2.1

1. Tentukan limit fungsi f(x), dengan cara menentukan nilai-nilai fungsi di
sekitar titik yang didekati
a. flx)=a?- 1, jika x mendekati 0.
b. flx) = (x? - 4x), jika x mendekati 3.

Alternatif Penyelesaian:

a Nilai dari lim(x*—1) = hm(x —1)=-1.

x—0"

b. Nilai dari lim (2 4) = hm (x?—4)=-3.
=37 r—3"

2. Perkirakan nilai dari fungsi f(x) berikut dengan menggunakan definisi intuitif
a. lim(x*—2x+1) b. lim<=%
x—2

x—1
AN

Alternatif Penyelesaian:

Estimasi nilai dari fungsi ().
a. lim(x*—2x+1)=0 b. limZ=%=4

x—=1 2

C S - i




s R

—2x,untuk x >0
3. Suatu fungsi f{x) ditentukan dengan aturan f(x)
%x, untuk <0

Tentukan limit berikut ini dengan cara menentukan nilai-nilai fungsi f{x) di
sekitar titik yang di dekati

a. lim £(). b.lim £(x).

Alternatif Penyelesaian:
a. Karenax mendekati 1, maka fungsi f yang digunakan adalah f{x) = -2x. Untuk
itu dengan menggunakan definisi nilai dari E}E} f(x)=-2x-2.
b. Karena x mendekati 0, maka:
* untuk x mendekati 0 dari sebelah kiri, fungsi f yang digunakan adalah f(x)
=2x schingga ;5101 ir=0.
* untuk x mendekati 0 dari sebelah kanan, fungsi f yang digunakan adalah
Sflx) = —2x, sehingga ;ggl -2x=0.

B. Sifat-Sifat Limit Fungsi

Sebelum guru membagi peserta didik menjadi beberapa kelompok, guru perlu
menyampaikan sifat-sifat limit fungsi aljabar yaitu misalkan f{x) dan g(x) adalah
fungsi-fungsi yang terdefinisi di R dan mempunyai limit di ¢, &£ konstanta dan 7 >
0, maka berlaku sifat-sifat berikut:

Sifat 2.2 limk=k dan limx=c.

Sifat 2.3 }cl_lg(kf(x)) = kilg}f(x)
Sifat 2.3 Lignc(f(x) +g(x))= ;Cigr(l:f(x) = lim g(x).
Sifat 2.4 lim( f(x)g(x))= (hgn f(x))i(g_rgg(x)).

lim f(x)
Sifat 2.5 lim f(x )=H'—

x—C

Sifat 2.6 lim( /()" =(lim /()"
(\/f(x ) \/hmf(x

xr—C

dengan lim g(x)#0

lim g(x) Tse

Sifat 2.7
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@) Ayo Berpikir Kreatif )

Di akhir kegiatan pembelajaran, guru memberikan tugas kepada peserta didik un-
tuk mendisuksikan bersama kelompok untuk menemukan Sifat 2.2 hingga Sifat
2.7. Diharapkan pada kegiatan ini, guru dapat mengajak peserta didik untuk berpi-

kir kreatif dan dapat bekerja sama dengan baik

Untuk memahami sifat-sifat limit fungsi dan penggunaannya untuk me-
nyelesaikan permasalahan nilai limit, guru dapat menggunakan beberapa contoh
menentukan nilai limit seperti Contoh Soal 2.2 dan 2.3. Selanjutnya, peserta
didik dapat dikelompokkan menjadi beberapa kelompok untuk menyelesaikan
permasalahan nilai limit fungsi seperti pada Latihan Soal Terbimbing 2.2 - 2.6,

serta Latihan Soal 2.2.

"Latihan Soal Terbimbing 2.4

Dengan menggunakan sifat-sifat limit yang sudah peserta didik pelajari,

. . . 3
tentukan nilai lim =38!
r—1\ V3%

Alternatif Penyelesaian:

lim 1 = lim( I”S)
r—1 V V3% r—I\ T

%)

lim x> +8

lim 2’ +1im 8
= Rat Xl

lim (.r\/3_x)

-1

lim 2’ +1im 8
X1 x1

Al limxlim \3x

a1l e

(limx)3+1im8

X1 X1

Al limxlim3x

-1 x>l

(limx)3+lim8

xo1 x—1
limx [lim3x
x—1 x—1

. 3 4.
( lim I) +1lim8

X1 X1

iy i
P _ [O _
13~ N V3 3‘/5

L

(Sifat 2.7).
(Sifat 2.5).
(Sifat 2.3).
(Sifat 2.4).
(Sifat 2.6).
(Sifat 2.7).
(Sifat 2.2).

(Sifat 2.1).




"Latihan Soal Terbimbing 2.5

Dengan menggunakan sifat-sifat limit yang sudah kalian pelajari, tentukan nilai
2

lim i ¢,
r—2 £°-16°
AN

Alternatif Penyelesaian:

2 . 2
lim-£=¢ _ lim(a~6) .
r—2 IZ—IG - ;er;(12716) (Slfat 2.5).
(@ el .
- limz(xz)+ imz(_lg) (Slfat 2.3).
lim x )2+ lim (—6) )
S C il (Sifat 2.6).

(lim x)2+lim(—16)

xr—2 -2
(limx 6 lim ()

=2 ) e (Sifat 2.2).
(lim x)z—lélim(x)

-2 x—2

_2s2) a2 _ 18 2 (Sifat 2.1).

T 22-16(2) 4320 28 7

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba ini, guru dapat membimbing peserta didik untuk
menggunakan sifat-sifat limit dalam menyelesaikan soal yang ada pada Latihan Soal
2.2.

" Latihan Soal 2.2

Gunakanlah sifat-sifat limit yang sudah kalian pelajari untuk menyelesaikan
soal berikut.
1. Tentukan nilai dari

a g$(x2 +2) d. g{g 2y2£!/+3
b. lim(6z(x-3)(5x +6)) c. lim(£=)

c. lim((\5z +4 —16-7x))

Alternatif Penyelesaian:

a. lirr§(ac2 + 2) = lig}(xz)+lig§2 (Sifat 2.2).
- (limx)2 +lim2 (Sifat 2.6).

x—3 x—3
=32+2=11 (Sifat 2.1).
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b. lim (6z(x—3)(5x+6))= ( lim (6x))( 1im(x—3))( lim (5 + 6)) (Sifat 2.4).
x—=2 =2 x—=2 =2
= 6( li li — i Sifat 2.2).
(xl_)mz x)(x:mz(x 3))( :lcl_>mz(5x+6)) (Sifat 2.2)
= 6( lim x) lim x — lim 3) lim Sz + lim 6) (Sifat 2.3).
x—2 =2 =2 =2 =2
= 6( lim x)( lim - lim 3) 5 lim 2 + lim 6) (Sifat 2.2).
x—2 x—2 Tr—2 xr—2 xr—2
=6(2) (2-3) (5(2)+6) = -192. (Sifat 2.1).
c. Dengan menerapkan sifat-sifat limit yang sudah dipelajari oleh peserta didik,
diperoleh bahwa lirrll((\/Sx +4-16-7x )): 0.
d. Dengan menerapkan sifat-sifat limit yang sudah dipelajari, diperoleh bahwa
lim, [ — —
y—2 N 24°=7y+3 S
e. Dengan menerapkan sifat-sifat limit yang sudah dipelajari, oleh peserta didik
diperoleh bahwa gliri(i—__;) =3.
- ) N
‘\ 2. Jika ngé g(x) = 2, tentukan £1Lr01 TS /
Alternatif Penyelesaian:
. g(x) lim g(x) .
Llirénm = o (Sifat 2.5).
_ 2 .
= e ) (Sifat 2.3).
B 2 .
= Tie oD (Sifat 2.7).
2 .
~ lmis [lim 2+ lim 1 (Slfat 2'3)'
,—>02 -0 ;—)0 ) )
= 1+\/()?=ﬁ=3_1 (Slfatz.l).

/ . . -
‘\ 3. Jika ng%g(x) = 2, tentukan gg%(g(x)ﬁfﬁ)! )
Alternatif Penyelesaian:
Karena lim g(x) = 2, maka
. -3 BT . _ .
lim(g(x)725) S gg(g(x))(g( = )) (Sifat 2.3).

LYAT -3 _ lim ™3 .

= 2(lim (= ﬁ))_z(im( S ﬁ)) (Sifat 2.5).

lim (+3) £
= 2(;i_)n13(ﬁ)+;i_)n;(ﬁ)) (Sifat 2.3).
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lim (=3
UESANES

C. Limit Fungsi Aljabar

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 2.3 Nilai Limit fungsi Aljabar

(Sifat 2.7).

(Sifat 2.1).

Pada kegiatan Eksplorasi 2.3, guru dapat menggabungkan kegiatan ini dengan

Eksplorasi 2.2.

/Latihan Soal Terbimbing 2.6

s el

Dengan men%gunakan sifat-sifat yang kalian pelajari pada bagian sebelumnya,

tentukan lim
x—2

Alternatif Penyelesaian:

lim(ac4 -5’ +x’ —7) =lim(x*

Rt 3 . 2 1
A )+ il )~ 7

r—2 —2 )
= lin}(x4)—Slirr;(x3)+ lirr;(xz)— lim7

= ()’ =S(limr)+ (lm ' ~lim?7

= 24-5(2%)+22-7
=-27.

Sifat 2.3).
Sifat 2.2).

Sifat 2.6).

(
(
(
(Sifat 2.1).

" Latihan Soal Terbimbing 2.7

Dengan menggunakan sifat-sifat yang peserta didik pelajari pada bagian

sebelumnya, tentukan lin}(xz—2.r+ 1)
N X—>

Alternatif Penyelesaian:

lim(x2-22+1) =limx®—lim2x +lim1
-1 x—l1 -1

r—l

= (Iimx)2 —lim(2x)+lim1

x—1 x—1

x—1

:(limx)z—ZlimxHiml

xr—1 x—1 =1

=1’-2+1=0.
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@ Ayo Berpikir Kritis

Pada kegiatan ini, guru membagi peserta didik menjadi beberapa kelompok
untuk mendiskusikan hasil dari Latihan Soal Terbimbing 2.5 hingga 2.7 yaitu
membandingkan:

1. Hasil Latihan Soal Terbimbing 2.5 dengan nilai x) = % untuk x = 2.

2. Hasil Latihan Soal Terbimbing 2.6 dengan nilai () = x*-5x°+ 2°~7 untuk x = 2.

3. Hasil Latihan Soal Terbimbing 2.7 dengan nilai f{xr) = x’-2x+1 untuk & = 1.
Kegiatan yang telah dilakukan pada Ayo Bereksplorasi dan Ayo Berpikir Kritis,

akan menghasilkan sifat berikut.

(D) siosia

Sifat Nilai Limit Fungsi

Misalkan f sebuah fungsi f : R— R yang kontinu di ¢, maka lim /() = f(c)
Catatan: fungsi polinomial, fungsi akar, fungsi rasional dan fungsi
trigonometri merupakan fungsi yang kontinu disetiap titik dalam domainnya

Pada sifat nilai limit fungsi tersebut, terdapat istilah fungsi kontinu, lalu apa

fungsi kontinu? Untuk mempelajari fungsi kontinu perhatikan Gambar 2.1.

Berdasarkan Gambar 2.1, jika f kontinu v
maka titik (rf{x)) pada grafik f akan 4 y = fiz)
mendekati titik (2(a)). Untuk lebih jelas |

lagi, peserta didik dapat membandingkan

dua buah fungsi fix) = x* - x dan g(x) =

——7 . Dari kedua fungsi ini dapat dengan

mudah diperoleh bahwa nilai hrn(x —x) = ~
0dan f{(1) = 0, artinya bahwa nilai f(x) dix = .
1 sama dengan nilai limitnya, yaitu 0. Fungsi 0 . —
f(x) inilah yang disebut dengan fungsi ~ Gambar 2.1.Grafik Fungsi fKontinu

kontinudix = 1.

Berbeda pada fungsi g(x) = L untuk hrrll g(x)=0c0 dan hm | g(xr)=—0c0

-1°2 X
dlperoleh hm g(x) # lln} g(x ) = o0, hal ini E)eraru hm g(x) tldak ada. Begitu
juga nilai fung31 &(x) padax = 1 adalah tidak terdefinisi. Beberapa temuan tersebut

menunjukkan fungsi g(x) tidak kontinu.
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@) oetinsi ]

Fungsi Kontinu

Fungsi f : R—R dikatakan kontinu di @ € R, jika
i.  f(a)ada(tertentu);

ii. lim f( ) ada;

ii. 11mf( ) =Aa).

Untuk lebih memahami konsep fungsi kontinu, peserta didik dapat diarahkan
untuk mempelajari Contoh Soal 2.4. Pada fungsi kontinu, terdapat beberapa
kejadian khusus. Salah satu kejadian khusus tersebut adalah garis sekan. Guru
dapat membimbing peserta didik dalam memahami garis sekan dengan meminta
peserta didik untuk mencermati kegiatan Ayo Bereksplorasi berikut.

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 2.4 100 S(4, 100)
Kurva pada Gambar 2.2 menunjukkan f;

produksi sepatu sebuah industri rumah £ 7

tangga di Jakarta Selatan, Indonesia, mulai fé Q(2,55) 1

dari pukul 08.00 WIB hingga pukul 12.00 z 30 | 620
WIB. Peserta didik diminta mendiskusikan |
bagaimana menentukan rata-rata produksi Bl 0

sepatu dari pukul 09.00 WIB hingga pukul 00, 00) T

11.00 WIB? DPertanyaan tersebut dapat 0 ] 2 3 4 "t
dijawab dengan melakukan kegiatan Ayo Waktu dalam Jam

Menglngat Kembali. Gambar 2.2. Kurva Laju Produksi Sepatu

@ Ayo Mengingat Kembali ~

Masih ingatkah kalian bagaimana menentukan kemiringan suatu garis lurus yang
melalui dua buah titik A(x, ,) dan B(x,, y,)2? Kemiringan garis yang melalui
dua buah titik tersebut dapat ditentukan menggunakan formula % .
1. Pada Gambar 2.2 terdapat garis lurus PR.

Kemiringan garis lurus PR adalah = 64:20 = 42—4 =22.

2. Produksi darijam 09.00 WIB sampai 11.00 WIB = 64-20 = 44 buah sepatu.
interval waktu = 09.00 — 11.00 = 2 jam.

_ g i — Jumlah Produksi __ 44 _ .
Rata-rata laju produksi T i 22 buah sepatu per jam.

3 Kedua perhitungan menghasilkan nilai yang sama.
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@ Ayo Berpikir Kritis

Pada kegiatan Ayo Berpikir Kritis, pe-
serta didik diberikan kesempatan untuk
berdiskusi dengan temannya terkait
kegiatan Ayo Mengingat Kembali. Pa-
da kegiatan ini, diharapkan peserta
didik dapat menemukan bahwa laju pe-
rubahan dalam suatu kurva merupakan
kemiringan dari garis sekannya. Pada
kegiatan ini, peserta didik menemukan
bahwa laju perubahan produksi sepatu
sama dengan kemiringan garis PK.
Apabila kita misalkan koordinat titik P
adalah (x,.f(r,)) maka akan diperoleh
hubungan seperti pada Gambar 2.3.
Garis PR pada Gambar 2.3 merupakan
garis sckan, yang didefinisikan sebagai
berikut.

Y
fla+An) L+ Re” =
T
| &
! <
P L
fa) 1 b Lg
P
Az
| | 2.4
0 ) 1 + Az

Gambar 2.3. Bentuk Lain dari Kurva
Laju Produksi Sepatu

Misalkan f: R— R fungsi kontinu, titik P(x,, f(xr,)) dan K (x +Ax f(x + Ax))
terletak pada kurva f. Garis yang menghubungkan titik /” dan R adalah Garis

Sekan dengan kemiringan

f(x1+Ax)—f(xl)

Ax

@j Ayo Berpikir Kreatif )

Pada aktivitas Ayo Berpikir Kreatif, guru dapat mengajak peserta didik untuk
berpikir kreatif, berkolaborasi, dan percaya diri. Setiap kelompok peserta didik
diharapkan dapat menemukan cara selain menerapkan sifat-sifat limit dalam
menentukan nilai limit fungsi. Seperti pada Latihan Soal Terbimbing 2.7, peserta
didik dapat menggunakan cara faktorisasi untuk menemukan nilai lxigll(xz—2x+1).

lim(2%-2+1) = lim(xx-1)(2x-1) = 0.

Guru menyampaikan bahwa terdapat dua kemungkinan untuk menentukan
nilai limit fungsi aljabar. Kemungkinan pertama adalah dengan menyubstitusikan
secaralangsung nilai rke fungsilimityangdicari, schingga peserta didik memperoleh

L




nilai limit yang diperoleh. Kemungkinan pertama ini sering disebut dengan nilai
limit tentu karena fungsi yang didekati adalah fungsi kontinu. Kemungkinan
kedua adalah dengan menyubstitusikan secara langsung nilai o ke fungsi limit yang
dicari, peserta didik memperoleh nilai limit% 5~ 30000, 0° atau co®. Kemungkinan
kedua ini sering disebut dengan limit tak tentu.

Selanjutnya guru dapat menyampaikan bahwa untuk menentukan nilai limit
tak tentu pada fungsi aljabar dapat dilakukan dengan 4 cara, yaitu (a) kaidah sifat-
sifat limit fungsi, (b) ubah fungsi dengan cara memfaktorkan, (c) ubah fungsi
dengan cara mengalikan dengan sekawannya, atau (d) bagi dengan pangkat
tertingginya. Untuk membantu pemahaman peserta didik terkait dengan cara
menentukan nilai limit bentuk tak tentu tersebut, guru dapat menyampaikan
Contoh Soal 2.5 hingga 2.9.

@ Ayo Mencoba

Untuk memberikan penguatan kepada peserta didik, guru dapat memberikan
Latihan Soal Terbimbing 2.8 hingga 2.11. Alternatif penyelesaian telah disediakan
untuk membantu guru.

( Latihan Soal Terbimbing 2.8 )
Tentukan nilai dari lirn% !
L x—0 x )

Alternatif Penyelesaian:
Untuk lim ¥2:23= merupakan bentuk limit tak tentu, karena nilai lim Jre2dr , Jalah

=0 %/; =0 %/;

0 .. . 1. . . Jrdx
o- Dengan menggunakan faktorisasi, peserta didik dapat menyelesaikan lim ===~

x—0 \/;
lim E23 i S2) (47 42) = (042) =2,

x—0 \E x—0 é/E x—0
Jadi, nilai Iim@ adalah 2.
- N

Latihan Soal Terbimbing 2.9
Tentukan nilai dari 1i113 vr+l-Ja-1]
x> T

AN /

Alternatif Penyelesaian:

Untuk ling vr+l-Jyx-1 merupakan bentuk limit tak tentu, karena nilai
x—> x

limvx+1-vx -1 adalah %.
X

x—0
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Dengan menggunakan faktor sekawan, peserta didik dapat menentukan nilai limit

tersebut.
rl-JI-x )(m ﬁ) /@ Cek Dengan Photomath N
JrH-JTox

lim Ve +1-vx-1 \/ -1 = [im

x—0 x_>()(

= Guru menyarankan kepada
;H( e ) 4 s

° peserta didik untuk dapat

= llgg( eril F) memeriksa jawaban yang te-

lah peroleh menggunakan

= x_m( = \/1—_) J—+ =L Photomath. Hasil yang di-

o peroleh untuk Latihan Soal
Jadi, nilai L‘f}gw adalah 1. Terbimbing 2.9 adalah 1.

( Latihan Soal Terbimbing 2.10
Tentukan nilai dari lim (\/ —Jx )

T—>o0

Alternatif Penyelesaian:

Untuk hm(\/ —Jr-— ) merupakan bentuk limit tak tentu, karena nilai

I—>e0

hm(\/ -Jx ) adalah co—co0. Dengan menggunakan faktor sekawan, peserta

T—e0

didik dapat menyelesaikan lim (\/x +3-Jx-2 )

I—ro0

lim(Vx+3— \/T)—hm((\/x+3 Jr=2)Jx+3-Jxr- 2))

X—>o0

=l1rr3°((\/x+3) ~(Wx=-2) )=11n3°((x+3)—(x— ))=l1rr°1°( )=5.
Jadi, nilai chigolo(\/x +3-Jx- 2) adalah 5.

/Latihan Soal Terbimbing 2.11

3 4
Tentukan nilai dari hrnxi !
¥ 15022 + 2 +1 )

Alternatif Penyelesaian:

2
Untuk menyelesaikan 11m23137_4, peserta didik bisa menggunakan pembagi
X0 L
3x2—4
angkat tertingei. Dengan menggeunakan x> untuk membagi fungsi
pang 88 g gzg > g g RURT
3x’—4 . 2 : 2 _3
hmi = hrnxi =lim =3
dlperOIeh T+1 g 2224241 aowtmtn 2
2
X
Jadi, nilai 11mM adalah 2.
100227 +
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@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba, guru dapat membimbing peserta didik untuk
menerapkan beberapa strategi menentukan nilai limit fungsi yang telah dipelajari
sebelumnya dalam menyelesaikan masalah pada Latihan Soal 2.3.

(‘Latihan Soall2:3

1. Tentukan nilai dari limit berikut

3_ 2 _
a. lim |27 b. lim /X =1
x—3 x-3 x—4 xr—4
- ((h=1)+1 J
c. hm(gj d. Iim (1 -z )
h—0 h -0
A /

Alternatif Penyelesaian:

i ‘27 = lim 22 20 13(3” +3x+9) hm\/x +3x+9) =J9+9+9=33.
x—3 x—3 x—3

a. lim
b 1im(M) — i 3112 ) iy (1073055
hso\  h 0 h o 7

=lim(h* —3h+3)=0"—-3(0)+3=3.

h—0
c. lim, / = lim /2202 (x_4)(x+4) —lm~ T +4 =V4+4 =+/8 =2/2.
T4 T4 T4
d. hm( b ) lim (—1“‘2 )( L1t ) = lim(—l_( 122 ) .
0 -0 xr 1+V1-22 250\ 2(1+1-2?)
hm( ) lim( L )=9=0,
10\ x(1+V1-2%) -0\ (1+vV1-2%) 2
- : : ~
2. Tentukan nilai limit berikut:
. x+7 g x2-x+1
a. lim| —— b. hm(—j
T—oo ( \Vax? +3x j 00 2r—2
c. lim 4x’-2x-2’+62°+6 d. lim (\/4.762 +4xr-3 —(2x—5))
L e 3pd 5 21 4+2x° F—e
Alternatif Penyelesaian:
a fim (2o 2200 _me) | gmbe) Ly
r—oo\ V4ri+3x hm Vax?isx \/hm 42431 \/hm (4+ 3) 442 &2

b. Tim (s ) I P flmaorn (im0 k)

1
2r-2 lim (22-2)  lm(2x-2)  lm(2-2)  (2-%) 2
T—do0 X—s00 T30 xr

I—yoo
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c. lim 4x’-2x-x’+6x°+6 2923.
e 3pt 5 2y 421’ 2

d. lim(\//wc2 +4x—3—(2x—5))
Vax+4r-3+(22-5
=lim[(\/4x2+4x—3—(2x—5))( : ))J

T—00 (\/4xz+4x—3+(2x—5)) i

- lim (V4$2+41—3)2—(21—5)2 — lim (4% +42-3)~(42°~202+25)
T—00 (\/4x2+4x73+(2x—5)) T—oo (\/4xz+4x—3+(2x75))

24x 28

D ) R (F__(__j e
( : f(x) )
3. Jika fungsi f(x)=x+ ﬁ, tentukan lim = =1
. y
Alternatif Penyelesaian:
Jika fungsi f(x)=x + %, maka
b e =t )8 e ) -2

D. Limit Fungsi Trigonometri

Sebelum membahas tentang materi limit fungi trigonometri, guru dapat membe-
rikan tes diagnostik kognitif dan non kognitif yang terdapat pada kegiatan Ayo

Mengingat Kembali materi Lingkaran di Bab 1 Geometri Analitik. Selanjutnya

N . 1 x
guru dapat memberikan pejelasan tentang klg(} P

Si‘;x =1, guru dapat menggunakan kegi-

=1 dan EL% SinTx=l. Adapun

. . X
untuk menunjukkan lim —
mnx

=1 dan lim
r—0 S x—0

atan Eksplorasi 2.5.

@ Ayo Bereksplorasi

Pada kegiatan Eksplorasi 2.5, guru  meminta peserta didik untuk
memperhatikan Gambar 2.4 dan melengkapi beberapa pertanyaan yang muncul.
Jawaban dari pertanyaan tersebut dapat diisikan pada bagian yang belum terisi.

»

Dalam hal ini, bagian yang perlu diisi adalah bagian yang masih tertulis “....”.
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S(m,n)

@
P(xy) Qay) TOmy)
Gambar 2.4. Interpretasi Geometri Sudut Pusat Lingkaran.

Berdasarkan Gambar 2.4, titik P(x,y) adalah pusat lingkaran yang berjari-jari
PR = PT = r. Sudut TPR £TPR adalah sudut lancip, misalkan besar sudut
tersebut adalah x (dalam radian). Garis singgung di titik 7°(72,5) memotong garis
PR di titik S(m,n). Titik Q(a,y) adalah proyeksi titik R(a@,d) pada garis PT. Dari
pernyataan ini diperoleh:
1. Terdapat 2 buah segitiga, yaitu APQR dan APTS.
2. Terdapat juring lingkaran yaitu juring PTR.
3. Luas APQR adalah

L, por =7 (PQ)(QR).

=2 (PR cos x )(PR sin x )= % (r)? cos Z sin x.

4. Luas APTS adalah

Lyprs = 7 (PTX(TS).
=2 (PT)(PTtanx) =% (r)* tan x.
5. Luasjuring PTR = % (luas lingkaran).

Luas juring PTR = % x(mr?) =% x(r)
Dari luas APQR, APTS dan luas juring PTR, dapat diperoleh hubungan Luas
APQR < Luas Juring PTR < Luas APTR, sehingga diperoleh

%rz cosxsinx < %xrz < %rz tanx.
cosxsinx < x < tanx.
1

- < .
simx cosx
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Pada kegiatan Eksplorasi 2.5 ini peserta didik telah memperoleh hubungan antara
luas APQR , APTS dan luas juring PTR adalah cosx < 7 < st

Jikax — 0, maka cosx = 1. Hal ini berarti bahwa 1 < =% <1.Jadi, nilai lim =*—=1.
sinx 0 SINT

Selan]utnya

Di sisi lain, Bentuk cosx < dapat pula dinyatakan dalam

<
sinx cosx

cosx < L —os5 Oleh karena itu, jika  — 0, maka cos & = 1. Hal ini beraru

sinx sinx _ _
bahwa 1 < < 1.Jadi, nilai gglg — =1.Dalam kegiatan ini diperoleh Llilg il
dan hm “;x =1.

( b Ayo Berdiskusi

Pada kegiatan Ayo Berdiskusi, peserta didik dapat mendiskusikan sifat

-1

m
-0 tanx
o limBLL _q
r—0 X

* limcosx =1
x—0

Saat kegiatan, guru mengajak peserta didik untuk berani menyampaikan
pendapatnya dan dapat belajar secara mandiri. Harapannya peserta didik dapat
menemukan secara mandiri proses menemukan ketiga sifat tersebut. Apabila
peserta didik mengalami kesulitan untuk menunjukkan sifat tersebut, guru dapat
memberikan bimbingan untuk menjelaskan ketiga sifat tersebut.Dari persamaan

COSX < <

X
507 < cos x, dengan mengalikan sin & pada setiap ruas diperoleh

cosTsinX <X < tan .
Dengan membagi tan x untuk setiap ruas diperoleh

COSLSinX X tanx
tanx tanx tanx

2
cos  r<—*t<«1
tanx

Jika x = 0 maka diperoleh cos x = cos 0 =1, sehingga 1 <——< 1. Akibatnya

lim—%-=1 atau lim®*=1

x—0 B0 0

* Darilim—%-=lim-L =lim << =im (L) cosx =limcosx =1.
0BT g gt gy SINT g \sinT -0

Selanjutnya, guru dapat menjelaskan dan menyampaikan bahwa selain sifat-
sifat limit fungsi yang telah dipelajari pada bagian sebelumnya, peserta didik harus
mengetahui dan memahami sifat-sifat limit fungsi trigonometri. Adapun sifat
limit trigonometri di antaranya adalah:
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() siocsia

o lim S09Z _ 4 o lim SinGZ _ a
=0 bx b =0 sinbx b
o lim b2 __ 0 o lim f2naz _ a4
-0 sinax ¢ x50 tanbx b
o lim 0% _b o lim Sinaz _ @
z—0 tanax @ -0 tanbx b
. tanax a i tanax _ 4
e lim = — e [im ldnaxr _ *»
=0 bx b -0 sinbx b

Untuk penguatan pemahaman materi, guru dapat membimbing peserta didik
untuk memperhatikan Contoh Soal 2.10 hingga 2.13 yang ada pada Buku Siswa.
Guru dapat menggunakan contoh soal lain yang relevan agar peserta didik dapat
memahami materi limit fungsi trigonometri.

@ Ayo Mencoba

Untuk mengetahui kemampuan peserta didik untuk memahami materi limit
fungsi trigonometri, guru dapat melakukan tanya jawab berkaitan dengan limit
fungsi trigonometri seperti pada Latihan Soal Terbimbing 2.12 hingga 2.14.

[ Latihan Soal Terbimbing 2.12

Tentukan nilai dari lim 222422 |
-0 sinr+2x
-

Alternatif Penyelesaian:

T ANTH2X Z:;fr
o0 SINTH2X T o\ sinx+2x )0
Dengan mengalikan <, diperoleh bahwa
cosx

sin
_ hm sz T2 cosx — hm sinx+2xcosx
- =0 sinr+2x J\ cosx -0 sinxrcosxr+2xcosx )°

Dengan mengingatkan bahwa identitas

sin X cos x = 5 sin 2, diperoleh

l1m tanx+2x _ hm sinxr+2xcosx
nxi2r dsinr+2xcosx |*
2—0 SIRTFZL 50 \2

. x(% +2 cos.r)
=lim prETREy—
=0 o cosx)
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_ i‘;‘})(% +2 cosx ) e @ Cek Dengan Photomath

lim(M +2 cos.r)
250" 2%

sina

Guru menyarankan peserta
lim S22 4 lim 2cosx . 1. . .
70 T 290 =12 =1 didik memeriksa jawaban yang

lim 2224 [im 2 xcosx 142
150 2Tz

telah peroleh menggunakan

di, nilai lim #07*27 dalah 1. Photomath. Hasil yang diper-
Jadi, nilai :clg(l) Snzvar o oleh wuntuk Latihan Soal
Terbimbing 2.12 adalah 1.
\

p
Latihan Soal Terbimbing 2.13

Tentukan nilai dari lim 1=5%% !
50 sInx
A /

Alternatif Penyelesaian:

. —_ . — . —_ 2
Alternatif penyelesaian lim Lcosx — hm((lfﬂ )( “Cﬂ)) = hm(& )
15 SInT 250 sinx 1—cosx 250\ sinx(1—cosx)

dengan mengingat indentitas bahwa cos’x+sin’xr=1atau 1-cos’x= sin’x, diperoleh
lim( , sin® )th( sinx )=O
750\ sinx(l—cosx) 1-cosx

x—0
Jadi, nilai lim 2=2>% adalah 0.
=0 siInx

e N

Latihan Soal Terbimbing 2.14

Tentukan nilai dari lim —>2%_ |
T cosTsing

4
.
Alternatif Penyelesaian:

. 2 rsin . xX—sinx X+sinx) 1. .
2T _ _ iy cos” Tein & _ [y (costsin)(cos+sin )hm(cosx+smx).

1—)% cosxsinx x_% cosx—sinx x—)f cosx—sinx x—)%

=c0s 45°+ sin 45°=2./2 + 2/2 = /2.

: 3 P cos2x
Jadi, nilai il_)rr; o adalah /2.
4

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba, guru dapat membimbing peserta didik untuk
menerapkan beberapa sifat limit fungsi trigonometri yang telah dipelajari
sebelumnya dalam menyelesaikan masalah pada Latihan Soal 2.4.
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p
Latihan Soal 2.4

1. Tentukan nilai dari:

. sin2x . (sin7x + tan3x —sin5x . (2x*+x . (1-cos’x
a.lim——= b. lim : c. lim| — d. lim| ——
2—0 SIN6X -0\ tan9x —tan3x —sinx =0\ sInx -0 Sx

/

Alternatif Penyelesaian:

A

2 lim S =5
b x—>0<2§n;x) xﬁo(smr smx) ggé(smx)-i_gg(l)(si:x).
=lim(2x)( = )+11rn( —)=(0)(1)+=
x—0
. im0 (52 - i 52505 o2 i () - £ (1) =

)
2. 'Tentukan nilai dari
) 2 9
a. lim =502 1im(2x‘“) o 1im(se°2x) d. 1im(7sm °°”)
T b
-

JH% cos’ x 2T\ COST 1-tanx

AN J

Alternatif Penyelesaian:
. —cin2 . cin2 .
a. lim =2 = hm(“‘—“zx) =lim1=1.
r—I Cos"X r—T 1-sin“x r—I
2 2 2

b. lim 2%

:c—)" cosx

= lim(zx—‘“)=21im (

T P
x_)g SIHZCOSJC COSZSIHI Iﬁ%

Nla
s
~——

sine_x)
Misalkan y = % - X.

Perhatikan bahwa jika x mendekati % maka y mendekati 0, schingga

—2 lim (— =—zlim( Y )=(—2)1 =-2.
x_)L sm(E—I) y—0 siny
2 . . 2
c. hm( . J”)— hm(“ta—‘;x)= hrn( B )+ hm(tanzx),
x%ﬂ tan X x_)ﬂ tan~ X x_}ﬂ tan~ X I%E tan™ X
2
—11m(°°””)+11m1— S 41=0+1=1.
= sin~ x JC—)* sin E
d. hm( sin —cos.x ) — 111'1’1 sin:cf.czsx — 111'1'1 sin:c;c.ojs[x — hm( (sinx—cosi.t)cosx )
T\ I-tanx PN _Z:;x PN % PN cosx—sinx
A A 4 4
= lim(—cosx)=—c % 1\/
-7
T Anst 1l h)- . . h
3. Tentukan nilai dari lim £&#=/(2) , untuk fungsi f(x) = sin 2.
7 8
h—0
AN J
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Alternatif Penyelesaian:

Nilai dari lim L&A h gk fungsi f(xr) = sin 2.

h—0 h
llm f(x+h)-f(x _1 sin2(ax+4)—sin2x —]. sin(2x+2/)—sin2x
h—0 h—0 h h—0 h

_ hm sin2 xcos2 h+cos2 xsin2 h—sin2 x
h—0 h

— hm( sm2xc052h—51nZI )+ hm( cos2xsin2h )
h—0 h—0

= hm( 2t COSZh D )+ hm(cosZ.x‘)hm( 5‘“”‘)
h—0 h—0 h—0 h

= lim 26220 ) 2 lm(cos2.7).

(cos2h-1) .

= lim(sin 2.x)lim|( +2lim(cos2.x).

h—0 h—0 h h—0
. . . (1-2sin* h-1) .

= lim(sin22)lim{ &2 ) 4 2 Jim(cos 2.).
h—0 h—0 h h—0

= hm(stx)hm(M)+ 2hm(c052x)
h—0 h

=(sin2x)(1)(—2sin0) +2cos2x =2cos2X.

- N
4. Tunjukkan bahwa hm( Lsing —V1osin g ) 1!
x—0
N J

Alternatif Penyelesaian:

( V1+sinx ++v/ 1—sinx
X

hm
x—0

lim
x—0

\/1+smx+\/1—smx )( \/1+sinI+\/1—sinI ))

1+sinx ++/1-sinx

=lim
x—0

—hm( (1+sinx )—(1-sinx) )
r—0 \/1+smx+\/ l—smx)
_ 2sinx
\/1+smI+\/1—smx)
=lim (2 sinx (—1 ))
=0 ( x ) (\/1+sinx+\/1—sinx) ’

=2 lim/( oz ) 1; 1
—2}613(1)( x )if}o((\/l+sinx+m)).

- (20 =) )20 -

(m;m)=1_

C oo TN

Jadi, terbukti bahwa lim

x—0




E. Aplikasi Limit Fungsi

Pada bagian akhir materi limit, guru dapat menyampaikan masalah limit yang
berkaitan dengan masalah penyebaran virus Covid-19, seperti Contoh Soal 2.14 yang
ada pada Buku Siswa. Dengan memberikan masalah limit yang disesuaikan dengan
kondisi saat ini dan disesuaikan dengan masalah kehidupan sehari-hari, diharapkan
peserta didik memiliki motivasi untuk mempelajari limit dan mengganggap bahwa
mempelajari matematika sangat bermanfaat untuk menyelesaikan permasalahan
sehari-hari.

Masalah Penyebaran Virus

Permasalahan yang saat ini terjadi di seluruh dunia adalah adanya Covid-19.
Seluruh negara di dunia menerapkan berbagai strategi untuk mengatasi
penyebaran Covid-19. Salah satu strateginya adalah pemberian vaksin untuk
seluruh penduduknya, dengan harapan vaksin tersebut dapat meringankan gejala
bagi penduduk yang terpapar Covid-19 dan dapat memberikan imun yang baik
bagi penduduk yang tidak terpapar Covid-19.

Gambar 2.5. Tenaga medis dan masyarakat yang menyukseskan program vaksin Covid-19
Sumber www.freepik.com/rawpixel-com (2021)
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Permasalahannya, apakah vaksinasi tersebut dapat menekan jumlah penduduk
positif Covid-19? Jika vaksinasi dilakukan untuk seluruh penduduk suatu kota,
berapa estimasi jumlah kasus positif Covid-19 pada kota tersebut? Pertanyaan
tersebut dapat dijawab dengan menerapkan konsep dasar limit fungsi.

" Contoh Soal 2.14 yang ada pada Buku Siswa adalah: Salah satu kota di )
Indonesia akan melakukan vaksinasi untuk menekan jumlah kasus positif
Covid-19. Target vaksinasi adalah penduduk dengan umur di atas 18 tahun
karena belum ada vaksin untuk umur di bawahnya dan hanya bisa dilakukan
pada penduduk yang belum pernah terpapar Covid-19. Jumlah penduduk
kota tersebut adalah 57.260 orang, dengan 30% dari penduduk tersebut
terkonfirmasi positif Covid-19. Satuan tugas penanganan Covid-19 di
kota tersebut memodelkan fungsi N(£) = 285000 - \/t2—¢ + (190,68)° yang

mewakili jumlah penduduk positif Covid-19, dengan  menyatakan banyaknya

vaksinasi. Jika terdapat 121.015 orang belum pernah terpapar Covid-19

berumur di bawah 18 tahun, berapakah penduduk yang positif Covid-19 dan
sudah divaksin? Tentukan total kasus positit Covid-19 di kota tersebut!

Alternatif Penyelesaian:

Berdasarkan permasalahan di atas, diketahui bahwa jumlah penduduk kota
tersebut adalah 57.260, 30% dari penduduk positif Covid-19, dan terdapat
121.015 orang belum pernah terpapar Covid-19 yang berumur di bawah 18 tahun.
Karena vaksin hanya bisa diberikan pada penduduk dengan umur tidak kurang
dari 18 tahun, maka target vaksinasi dapat ditentukan dengan menggunakan
formula = (576260— (= ><576260]) —121015=282367 orang. Fungsi
N(t) = 285000 — \/t> —t +(190,68)° mewakili jumlah penduduk positif Covid-19
dengan t mewakili banyaknya vaksinasi. Untuk menentukan jumlah penduduk
yang positif Covid-19 yang divaksin dan total kasus positif Covid-19 di kota

tersebut, perhatikan penyelesaian di bawah ini.

1. Vaksinasi tidak bisa dilakukan secara serentak, sehingga jumlah vaksinasi akan
mendekati 282.367 orang. Berdasarkan hal ini, jumlah penduduk yang positif
Covid-19 selama vaksinasi dapat dicari dengan formula

lim (285000 —JPP =1 +(190,68)’ ) — 285000./(282367)° — 282367 + (190,68)

t—282367

=2621,2238 = 2622 orang.
Jadi, jumlah penduduk yang positif Covid-19 selama vaksinasi adalah 2622

jiwa.
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2. Total kasus positif Covid-19 di kota tersebut = (3% x576260) + 2622 =
175.500 orang.

Selain menyampaikan Contoh Soal 2.14 yang ada pada Buku Siswa, guru juga dapat
memberikan permasalahan limit dengan konteks kehidupan sehari-hari. Pada Buku

o 1

"an Latihan Soal 2.5 dan kegiatan Eksplorasi 2.6.

@ Ayo Bereksplorasi

Pada kegiatan Ayo Bereksplorasi, guru membentuk kelompok yang terdiri dari
4-5 peserta didik. Guru mengajak peserta didik untuk belajar bekerja sama dan
berani menyampaikan gagasannya. Selanjutnya, guru menyampaikan kepada
peserta didik untuk mencari satu masalah limit yang ada di lingkungan sekitar.
Setiap kelompok diminta untuk bersepakat masalah mana yang akan didiskusikan
di setiap kelompok. Setelah disepakati bentuk masalahnya, bersama dengan
teman sekelompok berdiskusi untuk menyelesaikan permasalahan tersebut. Guru

memfasilitasi setiap kelompok untuk mempresentasikan hasil diskusinya.

Soal Berpikir Kreatif

Guru dapat mengarahkan peserta didik untuk menyelesaikan masalah Soal Berpikir
Kreatif yaitu Latihan Soal 2.5, yang berkaitan dengan limit fungsi trigonometri.

- ~

Latihan Soal 2.5

1. Seorang dokter melakukan pemeriksaan denyut nadi pada pasiennya yang
baru saja sembuh dari penyakit jantung. Pemeriksaan tersebut dilakukan
untuk mengetahui apakah pasien tersebut kemungkinan akan mengalami

serangan jantung lagi atau tidak. Banyaknya denyut nadi pasien tersebut
(x® +x—2)cos(;1)
782 = 2 1l

dengan x adalah waktu jantung berdetak. Apabila variabel yang

dihitung dengan mengikuti fungsi estimasi f(x) =85+

menyebabkan penyakit jantung kambuh atau tidak hanya dilihat dari
denyut nadi seseorang (standar denyut nadi manusia 60 —100 kali per
menit), apakah pasien tersebut berpeluang mengalami serangan jantung

lagi? Berikan alasanmul!
- /
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Alternatif Penyelesaian:

Guru dapat menyampaikan kepada peserta didik bahwa jantung akan selalu ber-
detak sepanjang manusia hidup, sehingga waktu jantung berdetak akan mendekati

tak hingga.

Diketahui bahwa banyaknya denyut jantung pasien dihitung mengikuti fungsi

. . (x* +x—2)cos (1)
estimasi f(x) =85+ W
Jantung manusia akan terus berdetak selama ia hidup, sehingga nilai x akan

dengan x adalah waktu jantung berdetak.

mendekati tak hingga. Berdasarkan informasi ini, maka banyaknya denyut nadi
pasien dapat dicari menggunakan formula:

hm (85+ WL)COSI(II)) = hm (85+ w) .

Tsoo -2+ Tsoo (x=1)(x-1)

- 1im(85+%)= lim 85+ lim ({37 i (cos( 7).

T30 (z-1) Z—300 2eo\ (T71)

N

(1+é)

i cos(25)) = 5+ -5t cn{ 1)

~85+ 1lim(cos(L)) _854 lim(cos(ﬁ)).

T30 z-1 T30

= lim 85+ lim ( (1+2)

I—yoo X—yoe0 (1+%)

Misalkan % = y, maka untuk x mendekati co, 7 akan mendekati 0, schingga

- limSS(w)= 85+ lim (cos (7)) = 85+ limo(cosy)= 85+1=86.
y—

2
T—yo0 x°=-2x+1 T—yo0

Hal ini berarti banyaknya denyut nadi pasien sebesar 86 kali per menit.

Guru dapat menyampaikan kepada peserta didik bahwa untuk orang dewasa
dengan denyut nadi diluar rentang 60-100 kali per menit dapat memicu penyakit
jantung. Karena banyaknya denyut nadi pasien masih di antara 60 sampai 100,
maka pasien tersebut tidak berpeluang mengalami serangan jantung lagi.

2. DPosisi suatu benda di udara yang jatuh dari ketinggian /4 (dalam meter)
dapat dinyatakan dengan persamaan /i(t) = i~ gf* dengan g =10 m/s’
merupakan percepatan gravitasi di tempat benda jatuh dan ¢ (dalam
detik) menyatakan lama benda telah berada di udara. Apabila suatu benda
dijatuhkan dari ketinggian 250 meter dari permukaan tanah, tentukan
setelah ¢ detik benda ini berada pada ketinggian /(t) = 250 —10¢*!

C - i




Alternatif Penyelesaian:

250-10(t+h)*—(250-10¢7)

e h(t+R)-R(E) 1.
v(t) =lim =lim -

h—0 h—0

U(t) =1lim 20101 _ i MO0 _ Jim (—20¢ — 10/ ) = (=20 —10(0)).

h—0 h—0 h—0
o(t) =201

Dengan menyubstitusikan ¢ = 1, maka kecetapan benda adalah -20 m2/s. Tanda
negatif tersebut mewakili arah gerak benda, karena kecepatan adalah besaran yang
memiliki nilai dan arah.

e ~

3. Jumlah penduduk kota A untuk / tahun dari sekarang ditaksir
dan dinyatakan oleh fungsi berikut f(¢) = 50.000 + 10.000 (¢ + 2)*. Berapa
perkiraan jumlah penduduk kota A dalam waktu yang sangat lama di masa

yang akan datang?
AN J

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan jumlah penduduk tersebut dinyatakan dengan N, maka

N =1im50.000 +10.000( + 2)* = 1im50.000 + 10.000(” + 4 + 4)
—o0

t—>o0

N =1im50.000+10.000(¢ +2)* = lim50.000 + 10.000(¢* + 4¢ + 4).
t—oo

t—o0

N =50.000+10.000 = 60.000.

Jadi jumlah pendiuduk dalam waktu yang lama di masa mendatang adalah 60.000
jiwa.

Interaksi Guru dengan Orang Tua

Guru memberitahukan kepada peserta didik, bahwa mereka belajar
di rumah untuk mengerjakan tugas pada Buku Siswa Latihan Soal 2.1
sampai Latihan Soal 2.5 dan Uji Kompetensi bersama orang tua atau wali
murid. Guru memberi tahu orangtua atau wali murid untuk mengin-
gatkan, membimbing, dan mengawasi putra-putrinya untuk mengerja-
kan tugas di rumah, serta memberi paraf pada hasil kerjanya. Dijelaskan
pula bahwa yang harus dilakukan orang tua adalah membimbing, bukan
mengerjakan tugas. Interaksi ini dapat dilakukan melalui pertemuan, sms,
telepon, grup media sosial, atau buku penghubung. Jika orang tua belum
jelas cara membimbingnya dipersilakan menghubungi guru.

g J
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Uji Kompetensi

)
1. Tentukan nilai dari:
2

lim—F =2 b. lim(3x% =21 +5

A Geh—vios oz lim (322 =22+ 5)
1
. Jr—4-Joxr—1 . 102° +8x\5
cum(FEEEE) o ()

A

Alternatif Penyelesaian:

229 . ( 2?9 )( (z+1)+V10+2x (x7=9)((x+1)+v/10+27)
(x+1 )

i )=
a n )—V10+2x J\ (x+1)+V10+2x xg; (x+1)* (V1042 )

23 (T+1)=V10+2x 13

= lim ENEDNIO02D) i (24 1) ++4/10+ 2 =8,

-3 x2=9 -3
b. lim(3x*—2x+5)=3(1)*-2(1)+5=6.
r—1

llm \/ﬁ_\/ﬂj _ \/I—\@ _ﬁ__z
U roeJAzes—JT—7  Jim1 21 7

4 hm( 102482 ) _ ( 102)'45(2) )é _3t

2 x+1 (2)+1

p
2. Tentukan nilai dari:
a h sin® 2 b g 2xcosx
© 2550 (x+1)—J10+2x T pos0 Sin3z+sinx
3
c hm M d hm( CosX—cosd )
: P tan(2x—+m) e\ G

Alternatif Penyelesaian:

. 03
. hm sin®2x = O

x—0 (x+1)—-V10+2x

b. lim 2Ll Jim 2ol _ Jim(_L_)=1
=0 sin3x+sinx 750 2sin2xcosx 750 sin2x 2

. [an(6x—3n) . wan(3(22-1n))
c. lim[——=|=lim| ————=|.
x%% tan(2x—T) 1‘%% tan(2x—3m)
Misalkan y = 22 -1 7, maka untuk x—, y—0, sehingga
) (62 . tan (3(22—17) . 0
hm(M)= lim ““(714) _ 11m(M)= 3
n\ tan(2x—77) x%% an(2x—m) y—0\ tany

Ty
C N - i




4 lim ( cosT—cosa ) _ llm( —2sind(x+a)sind(x—a) )
’ I=a r—a

r—a B r-a

_ 2lim ( A G (x+a))

xr—a -

= _2( )gm(sm (x+ a)) = —2(%)(Sin§(a + a)) =—sina,

Ve N
3. Sebuah mobil bergerak dapat dinyatakan dengan suatu fungsi S(f) = #* +
S5t (s dalam meter dan ¢ dalam detik). Tentukan kecepatan mobil pada ¢ =
2 detik!!

\ J

Alternatif Penyelesaian:

p = lim ZEHI0)
h—0
Untuk ¢ = 2, maka v = lim Z2#S @) _ iy [CH M- (450) _ 1) oheli®,
’ h—0 h h—0 h h—0 h

Sehingga v = km% (9+h)=

Jadi, kecepatan sesaat pada ¢ = 2 detik adalah 9 m/detik.

Soal Berpikir Kreatif

e ~
4. Suatulembaga sensus diminta memprediksi kepadatan penduduk

maksimal disebuah kota dengan luas 100 &7, Lembaga menyatakan jumlah
penduduk di kota tersebut dalam bentuk fungsi estimasi f(x) = 35.000 +
a7 sim S 000 dengan xr mewakili tahun. Berapakah kepadatan penduduk
mak51mal kota tersebut? Apakah kota tersebut layak dihuni hingga jangka
panjang? Berikan alasannya! (Catatan: suatu kota dikatakan layak huni jika

tingkat kepadatan penduduknya tidak lebih dari 500 penduduk per km?).

A

Alternatif Penyelesaian:

Guru dapat menyampaikan kepada peserta didik bahwa untuk menyelesaikan
permasalahan yang berkaitan dengan perkiraan jumlah penduduk pada waktu
tertentu, peserta didik dapat melakukan perhitungan menggunakan konsep
doomsday model yang ditemukan oleh H. Von Foerster pada tahun 1960.

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XII




Karena pada masalah tertulis “hingga jangka panjang”, dan keberadaan
kota tersebut tidak dapat diprediksi kapan kota tersebut berakhir (kota tersebut
tidak ada), maka guru dapat menggunakan limit mendekati tak hingga untuk

menyelesaikan masalah ini.
. 1 1
Karena waktu yang sangat lama maka x — co. Misalkan y = - maka x = 7, ke-

tikax — comakay =~ atauy — 0, sehingga lim f(x)= lim(35.000+xsin%).

I—o0 L—eo

lim /() = lim (35.000+ x sin 40200 ).

I—00 I—>o0

= lim 35.000 + lim (' sin 2.20),

X—>o0 X—>o0
= 35.000 +m( sin 222,
0

=35.000+lim G sin 000 )

y—0 y

T

_ o (. 40.000y
—35.000+hm(sm—y )

y—0

=35.000 +40.000.
=75.000.

Jadi, pertumbuhan penduduk kota tersebut dalam jangka waktu yang lama adalah
75.000 orang. Tingkat kepadatan penduduk di kota tersebut adalah 75.000: 100 =
750 penduduk per km?, sehingga kota tersebut tidak layak huni.

5. Sejenis penyakit menular disebabkan oleh bakteri yang memiliki spesifikasi
kerja menyerang paru-paru. Bakteri tersebut biasanya menyebabkan batuk

hebat pada orang yang terinfeksi saat jumlah bakteri mencapai 4000.
_ 12000t
T o15+2t
puluhan, dengan t menyatakan waktu membelah diri dalam jam.

dalam

Misalkan jumlah bakteri dinyatakan sebagai fungsi /V(Z)

a. Berapakah jumlah maksimum bakteri tersebut selama ia hidup?

b. Kapankah orang yang terinfeksi dapat berpotensi menularkan kepada
orang lain?

C N - i




Alternatif Penyelesaian:

a. Berdasarkan permasalahan di atas, diketahui jumlah bakteri dinyatakan sebagai

fungsi N ()= % dalam puluhan, dengan / menyatakan waktu membelah diri

dalam jam. Jumlah maksimum bakteri selama hidup dapat dicari dengan formula:
12000

li 12000¢ _ li t
- 15 2t°
fsoo 15+2¢ tmso0 T+
. 12000
=lim—5—.
{—>c0 7“+2

= 1200 = 6000 dalam puluhan.
Jadi, jumlah maksimum bakteri selama hidup adalah 60000 bakteri.

b. Orang yang terinfeksi dapat berpotensi menularkan bakteri saat jumlah bakteri
mencapai 4000, karena pada saat itu bakteri menyebabkan batuk hebat pada orang
yang terinfeksi. Waktu yang diperlukan bakteri untuk mencapai jumlah 4000 dapat
dicari dengan formula:

li % = 4000, dengan @ mewakili waktu untuk mencapai jumlah 4000 bakteri.
t—a
Diperoleh:

. 20002

11_1)1;@ = 4000

E2=4000.
12000a = 4000(15 + 2a).
12000z - 8000a = 60000.
4000a = 60000.
a=15.

Jadi, orang yang terinfeksi bakteri akan berpotensi menularkan kepada orang lain
saat terinfeksi selama 15 jam.
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Bab M Turunan
Fungsi

Pengalaman Belajar

Setelah mempelajari bab ini, peserta didik diharapkan dapat:

1. Menemukan konsep turunan fungsi;

2. Menemukan sifat-sifat turunan fungsi meliputi: formula turunan fungsi aljabar dan
trigonometri, turunan hasil jumlah, selisih, kali, dan bagi dua fungsi, serta turunan komposisi
fungsi; |/

Menentukan turunan fungsi aljabar dan trigonometri méhégumkéh sifat-sifat turunan;
Mengidentifikasi konsep kemonotonan fungsi, titik dan nilai stasioner, serta jenis ekstrimnya;
Menyelesaikan masalah sehari-hari dengan menerapkan konsep kemonotonan fungsi, titik
dan nilai stasioner, serta’jenis ekstrimnya. ] :

Peta Konsep

Turunan Fungsi

Definisi Sifat-sifat | Aplikasi Aplikasi Turunan
Turunan Fungsi Turunan Fungsi Turunan Fungsi di Berbagai llmu

Konsep Konsep Persamaan Garis
Turunan Fungsi Turunan Fungsi Singgung Pada Kurva
Notasi Turunan Fungsi Fungsi Turun,

Turunan Fungsi Trigonometri Naik, dan Diam

Titik Ekstrim, Nilai
Balik Minimum dan
Maksimum

Aturan Rantai
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Elemen kalkulus yang dibahas pada bab sebelumnya adalah limit. Materi
berikutnya yang masih berada pada elemen kalkulus adalah turunan. Materi
ini bertujuan agar peserta didik dapat menerapkan konsep dasar kalkulus di
dalam konteks pemecahan masalah dan aplikasinya diberbagai ilmu. Bagian
turunan membahas tentang definisi turunan fungsi, sifat-sifat turunan fungsi,
aplikasi turunan fungsi, dan aplikasi turunan fungsi diberbagai ilmu. Secara
umum, bagian ini memberikan alternatif pedoman bagi guru untuk melakukan
pembelajaran turunan kepada peserta didik.

Panduan Pembelajaran

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru memandu peserta didik untuk
berdoa menurut agama dan kepercayaan masing-masing. Hal ini bertujuan untuk
menguatkan salah satu elemen Profil Pelajar Pancasila, yaitu beriman, bertakwa
kepada Tuhan YME, dan berakhlak mulia. Setelah itu, peserta didik diberikan
tes diagnostik kognitif dan non kognitif. Pada tes diagnostik non kognitif, guru
dapat menggunakan alternatif pertanyaan yang ada pada kegiatan Ayo Mengingat
Kembali pada materi Lingkaran di Bab 1 Geometri Analitik. Selanjutnya, guru
dapat memberikan pertanyaan diagnostik kognitif untuk mengetahui capaian
kompetensi peserta didik, menyesuaikan pembelajaran di kelas dengan kompetensi
rata-rata peserta didik, dan memberikan pembelajaran tambahan kepada peserta
didik dengan kompetensi di bawah rata-rata. Tes diagnostik kognitif dapat
dilakukan dengan tanya jawab berkaitan dengan kemiringan garis, limit, fungsi
kontinu, dan trigonometri.

Setelah memberikan tes diagnostik non kognitif dan tes diagnostik kognitif,
guru memberikan apersepsi kontekstual berupa Rencana Anggaran Pendapatan
dan Belanja (RAPB) pabrik pembuatan sepatu di Indonesia. RAPB meliputi ba-
nyaknya produksi, bahan produksi, anggaran biaya produksi, pendapatan minimal
dan sebagainya. Beberapa rancangan tersebut biasanya dinyatakan dalam suatu
fungsi tertentu, dengan tujuan fungsi tersebut dapat digunakan untuk mempre-

diksi dalam jangka waktu yang panjang.

Guru dapat menggunakan konteks lain yang dapat memberikan pengalaman
(pengetahuan) awal tentang turunan. Hal ini bertujuan untuk memotivasi peserta
didik untuk mempelajari materi turunan, sehingga anggapan peserta didik bahwa
mempelajari matematika tidak ada kaitannya dengan kehidupan sehari-hari lambat
laun mulai berubah dan menyadari bahwa mempelajari matematika sangat berhu-
bungan dengan lingkungan sekitar dan ilmu pengetahuan lainnya.
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A. Definisi Turunan Fungsi

1. Konsep Turunan Fungsi

Guru menyampaikan kepada peserta didik untuk mengingat kembali simpulan
yang diperoleh dalam kegiatan Eksplorasi 2.4 pada Bab II Limit, bahwa laju
perubahan titik pada kurva sama dengan kemiringan garis lurus yang melalui
titik-titik tersebut. Guru dapat meminta peserta didik mendiskusikan simpulan
yang diperoleh dalam kegiatan Eksplorasi 2.4, apabila fungsi diperumum menjadi
sebarang fungsi f(x) yang dapat diamati pada Gambar 3.1. Dari Hhasil diskusi
tersebut, diharapkan dapat mengarahkan peserta didik bahwa laju perubahan
sembarang titik pada sembarang kurva f{x) sama dengan kemiringan garis lurus
yang melalui titik-titik tersebut. Garis lurus tersebut yaitu Garis P—Q pada Gambar
3.1 disebut sebagai garis sekan dengan kemiringan

S (x + AJC)—f(Il).

Ax
Ya Yy
Sf(x) J(x)
flx)+ . flx +Ax)+ Q,
=
= J
' D
. W ;
fx)+ = fix)-
Ar = xr,—x,
x wX x wine X
(a) (b)

Gambar 3.1. Kurva f{x)

@ Ayo Berpikir Kritis

Pada Gambar 3.1, jika titik @ bergerak mendekati titik P, dapatkah
kalian menentukan kemiringan garis sekan?

S J

Pada aktivitas Ayo Berpikir Kritis ini, guru dapat meminta peserta didik untuk
mendiskusikan bagaimana menentukan kemiringan garis sekan PQ jika titik @
bergerak mendekati titik  pada Gambar 3.1. Peserta didik diberikan kebebasan
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untuk menyampaikan hasil diskusi yang telah dilakukan, sedangkan guru daBaj
mengarahkan peserta didik untuk menentukan kemiringan garis sekan PQ
dengan tepat. Pergerakan titik  mendekati titik ” mengakibatkan Ax mendekati
0, sehingga kemiringan garis sekan ketika titik € mendekati titik P dapat dicari

menggunakan formula 7 = lim w.
Ax—0 Ax

Kemiringan dari garis sekan tersebut selanjutnya yang disebut dengan turunan
fungsi f(x). Hasil diskusi ini, memberikan kesimpulan definisi turunan sebagai
berikut.

Turunan fungsi f(x) di x dinotasikan f () adalah
Fla) = lim Sz AJC) f(x)

Ax—0

jika limitnya ada.

Ayo Gunakan Teknologi

Guru mengajak peserta didik untuk menggunakan
teknologi yang ada, untuk mengembangkan keterampilan
Abad 21. Guru dapat menyarankan peserta didik untuk
melihat penjelasan definisi limit fungsi dengan cara scan
gambar barcode di samping, atau berselancar pada /ink

youtube https://www.youtube.com/
watch?v=eYC3V4tsYbM&t=38s

2. Penulisan Turunan Fungsi

Guru menjelaskan bahwa jika nilai limit dari f{x) = Al 5 ada,

fungsi f” dikatakan diferensiabel di x dan f” disebut sebagai turunan dari f. Guru

f(x+Ax)- f(x)
Ax

meminta peserta didik berdiskusi tentang penulisan turunan fungsi, kemudian

guru memberikan penjelasan bahwa terdapat berbagai cara penulisan turunan

fungsi sehingga peserta didik diberikan kebebasan dalam menuliskan simbol

turunan, yaitu:

a. Notasi Newton, berbentuk f(x) atau ' dan dikatakan turunan pertama fungsi
fz).

b. Notasi Leibniz, berbentuk
fungsi f(x).

4/ () atau “ dan dikatakan turunan pertama
dx dx
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B. Sifat-Sifat Turunan Fungsi

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 3.1

Pada kegiatan Ayo Bereksplorasi ini, peserta didik diarahkan untuk mengingat
kembali sifat-sifat limit fungsi dan menggunakannya untuk menemukan sifat-sifat
turunan fungsi. Guru dapat mencontohkan terlebih dahulu bagaimana proses
menemukan satu atau dua sifat turunan fungsi menggunakan sifat-sifat limit
fungsi, sehingga peserta didik menjadi lebih mudah dalam menemukan sifat-sifat
turunan fungsi yang lain.

Misalkan fungsi f(xr) dan g(x) kontinu pada R, dan didefinisikan oleh
fx) = k, g(x) = ax”, dengan # bilangan asli maka:

, o S A) - f(x) . kR B
L. f(x)_Alg—I}o Ax —AI}:TO x _Al}gloo_o'
SE+AD=g@) _ o, AT+ ALY -ar’
x

(Gunakan Binomial Newton).
Ax—0 Ax

2. 8'@)= lim

n

(a(x” +nx" Az + i AL + .ot AX")) - ax

= lim
Az—0 Ax

. ax"+anx" Ax+acix" P AL + ...+ aAx" —ax”
= lim .
Ax—0 Ax

anx" Az +aclx" P AX + ...+ aAx"

= lim
Ax—0 Ax

Ax(anx™ +acjx" > Ax+..+aAx")

= lim
Ax—0 Ax

= lim (enx"" +acix" > Az +...+ aAx") = anx"" +0=anx"" .

Ax—0

Sebelum menemukan sifat turunan fungsi yang lain, guru dapat memberikan
kegiatan Ayo Berpikir Kritis berikut.

@ Ayo Berpikir Kritis

Apakah nilai turunan g(x) pada kegiatan Eksplorasi 3.1 juga berlaku untuk
n # 0 dan n € R? Selidikilah!
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Kegiatan Ayo Berpikir Kritis ini merupakan tugas mandiri tidak terstruktur yang
dapat diberikan guru kepada peserta didik sebagai bentuk pendalaman materi sifat-
sifat turunan fungsi. Guru dapat membimbing peserta didik yang memerlukan
bantuan dalam kegiatan ini. Bimbingan dapat dilakukan secara langsung maupun
virtual menggunakan video meeting. Dalam bimbingan virtual tersebut, guru dapat
menjelaskan bahwa nilai turunan g(x) pada kegiatan Eksplorasi 3.1 juga berlaku
untuk 7 # 0, tetapi tidak berlaku untuk setiap # € R (bilangan real), misalnya
untuk 7 bilangan irasional.

Guru kemudian menyampaikan sifat-sifat turunan fungsi dan meminta
peserta didik mencari turunan fungsi sebuah fungsi menggunakan sifat-sifat limit
fungsi sebagai bentuk latihan. Guru membagi peserta didik dalam kelompok untuk
melakukan kegiatan Ayo Berpikir Kreatif berikut.

Bagaimana cara kalian menunjukkan Sifat

\ - . 3.2 hingga Sifat 3.6? Buatlah kegiatan untuk
:(‘;l): Ayo Berpikir Kreatif

J yo berpikir freatit ) menunjukkan sifat-sifat tersebut, berkolaborasi

dengan teman kalian!

Pada kegiatan Ayo Berpikir Kreatif ini, guru mengajak peserta didik untuk berpikir
kreatif, berani menyampaikan gagasan, dan berkolaborasi dalam kelompok. Peserta
didik diberikan kebebasan untuk menunjukkan Sifat 3.2 hingga Sifat 3.6 turunan
fungsi dengan mendiskusikan bersama kelompoknya. Guru dapat memeriksa
kemajuan diskusi dengan cara mengunjungi setiap kelompok dan memberikan
arahan apabila mereka mengalami kesulitan. Pada kegiatan ini, diharapkan peserta
didik dapat menunjukkan sifat-sifat turunan fungsi berikut.

Pembuktian Sifat 3.2 hingga Sifat 3.6.
Sifat 3.2 flx) =k u(x) = flx) =k u'x).

Bukti:
flx) =A1ir_r>10 f(xmzr)—f(x) =Alir_r>10 ku(x+AZx ku(x) Alir_r)lok(u x+Ax)fu(x)).
—ki;rgo% ku'(x).
Sifat 3.3 f(x) = u(x) =f(x)=ulx)+v(x).
Bukti:

[u(x+Ax):v(x+Ax)]—[u(x)xv(x):|

7 — hm S(x+Ar)-f(x) — hm
f1@) Ar—0 Ar Ar—0 Ar

[u(x+Ar)—u(x)]:[v(x+m)—v(x)]
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[u(x+Ar)—u(x)] [v(:qu)—v(x)]

+ lim
Ax—0 Ax Ar—0

Sifat 3.4 f(x) = u(x)v(x) = f(x) = u{x)v(x) + u(x)v(x).

Bukti:

’, 1 S(x+Ar)-f(x) _ 1. u(x+Ax)v(x+Ax)-u(x)v(x)
Sflx)=lim = lim - .

Ar—0 Axr—0
Jika u(x+A x)-v(x) dikurangi dan ditambahkan di dalam pembilang, maka

x+Ax )v(x+Ax )—u(x+Ax )v(x)+u(x+Ax)v(x)-u(x)v(x)

() = lim“
f( ) Axr—0 Ax
- lim[ s ety
= lim [M(I+M)W:|+ lim |:U(.1’) u(x+irr)—u(x) i|
Ar—0 Axr—0

= lim 2(xx + Ax)- lim QA2 4 i p(r)- lim AErare@olz)
AT—50 Ar—0 Ar Ar—0 Ar—0

Karena # diferensiabel di x, maka # kontinu di x, karena itu

lim u(x + Ax)=u(x), juga

Ar—0
Algiglow =v'(x).
Al‘i‘rilow = u'(x).

dan
lim v'(x)=v"(x).
Ar—0

sehingga f1(x) = u(x) £ v(x).

Sifat 3.5 f(x)— ) o F(2)= ”(x)”(x)( )”“”)”( ) dengan v(x) # 0
Sifat ini berakibat f(x)— = f(x)= ) #
Bukti:
u(x+Ar) wu(x)
. S(x+Ax)-f(x) _ 1. v(z+Ar) _o(x) _ s u(x+Ax)v(x)—u(x)v(xr+Ar)
A e e = i e v ontaean)

Karena g diferensiabel di , maka v kontinu di x; jadi kita memperoleh

lim v(x+Ax) = v(x). Selanjutnya lim v(x) = v(x) dan lim u(x) = u(x).
Ar—0 Ar—0 Axr—0

Dengan hasil ini dan definisi %" (x) dan v’(x) diperoleh

70y = 4(@)0(x) —u(xyv(xc)
f () = D
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Sifat 3.6 f(x) = [u(x)]" = flx) = n[u(x)]" " ulx) dengan u{(x) ada.
Bukti:
Jika f{z) = 2" maka f'(x)=LE = nx" (1).

Dengan mengambil %(x) = x maka u () =1, schingga /() dapat ditulis menjadi
F(x)=nx" (1) = n(u(x)" " u'(x).

Hal ini menunjukkan bahwa:

1. Turunan Fungsi Aljabar

Untuk memahami turunan fungsi aljabar, guru dapat menggunakan beberapa
contoh seperti Contoh Soal 3.1 kemudian guru dapat mendampingi peserta didik
untuk melakukan kegiatan Ayo Berpikir Kreatif dan menyelesaikan latihan soal
terbimbing seperti yang ada pada Buku Siswa bagian turunan fungsi aljabar.

Carilah strategi lain untuk

@) Ayo Berpikir Kreatif ) menyelesaikan Contoh Soal
3.1 bagian c!

Hasil yang diperoleh dapat didiskusikan dengan teman dengan arahan dari
guru. Selanjutnya, guru dapat mengelompokkan peserta didik menjadi beberapa
kelompok untuk menyelesaikan masalah turunan fungsi aljabar seperti pada
Latihan Soal Terbimbing 3.1. Guru mengajak peserta didik untuk aktif dalam
kelompoknya dan saling berkolaborasi.

Ve B

Latihan Soal Terbimbing 3.1

2
Tentukan turunan pertama dari y = ﬁz—;x!
AN )

Alternatif Penyelesaian:

2
Menentukan turunan pertama dari y = ﬂz—f dapat dilakukan dengan dua cara,
yaitu:

Caral

Guru dapat mengubah persamaan y = ﬁ— menjadi y = —( ot ) = %(ﬂ”z )

x

Misalkan #(x) = 2° + x2* dan v(x) === maka

y = i(—ur(x)v(x)” x)yr(x)) = %((Eﬂm“) il ) (Sifat 3.5, dan 3.1).

1,2
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y, _ %((EI 2 +2x)x—(x§+x2)x _ %((Ex2+2x?c—(;c2+xz)) (Sifat Aljabar)‘

2

)
, 1 %x%+2x2—x%+x2 1 —%I% +x? 1 %I%
y=s;——) =37 =3\~ +1) (Sifat Aljabar).
y = (_% (%)) + % = %— L (Sifat Aljabar).
X 42
Jadi, turunan pertama dari y = f”c adalahy =-— 1;.

4

Carall
Guru dapat merubah persamaan y = ﬁzi menjadi y =5 (\/7 + )

Misalkan u(x) = x +x* dan v(x) == maka
¥ =ulx)v(x) + v'(x)u(x) (Sifat 3.4).

Y’ =(§x71+2x)(i)+(x% +x° )(éx‘l‘l )

y = Ex_7+2x) (ﬁ) + (xi +x2)(_2%2) (Sifat Aljabar).
r (1.3 1 T2 1 . .
y =\5x +2.Z‘) (Z) + (x +X )(_2_x2) (Sifat Aljabar).
, 1 11 .
y = ( - +1) + (——3—?) (Sifat Eksponen).
4x? 222
y =— 1} +% = %— 12 (Sifat Aljabar).
42 4x?
Jadi, turunan pertama y = ﬁ;—jz adalah y’'= %— . 1%.

@ Cek Dengan Photomath

Guru dapat menyarankan peserta didik untuk mengecek jawaban yang telah
peserta didik peroleh menggunakan Photomath. Hasil yang diperoleh untuk

Latihan Soal Terbimbing 3.1 adalah y'=— 4;\/} +% .

Guru mengarahkan peserta didik untuk melakukan kegiatan Ayo Berpikir Kreatif
berikut.

Carilah strategi lain untuk

@j Ayo Berpikir Kreatif ) menyelesaikan Latihan Soal
Terbimbing 3.1!
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Pada kegiatan ini, peserta didik dapat berdiskusi untuk mencari strategi lain dalam
menyelesaikan Latihan Soal Terbimbing 3.1. Kegiatan ini bertujuan untuk mela-
tih peserta didik berpikir kreatif dalam menentukan strategi yang lebih efektif dan
efisien. Salah satu strategi lain dalam menyelesaikan Latihan Soal Terbimbing 3.1

adalah sebagai berikut.
Guru dapat mengrubah persamaan y = o menjadi y = %(ﬁ—”z) == ( “+ :c)

2x xT 2

Misalkan % + X = u(x), maka xz
y'=5u'(x) (Sifat 3.2).
y’=§ _z(z ) +1) (Sifat 3.5, dan 3.3).
‘=25 5)+1 Sifat Ek
y =3 —g(;)+ (Sifat Eksponen).
y'= é (_ — 1) (Sifat Aljabar).
2x?
, 1111 . .
Yy=-+t3=77 3 (Sifat Aljabar).

2. Turunan Fungsi Trigonometri

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 3.2

Pada kegiatan Eksplorasi 3.2 ini tidak jauh beda dengan kegiatan Eksplorasi 3.1.
Perbedaannya, fungsi pada kegiatan ini adalah fungsi trigonometri dasar.

Misalkan fungsi f, g kontinu pada R, dan didefinisikan oleh f(x) = sin x, g(x) =

Cos X.

a. Menentukan turunan f{x) = sin .

Sesuai definisi turunan f'(x) = lim J(z+42)- /(z)

, maka
Ax—0 Ax

, _ . sin(x + Ax)—sin(x)
S

2cos(%(2x + Ax))sin(% x)

f(x) = lim

Identitas Trigonometri
Ax—0 Ax ( g )
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i L
fi(z) = ( lim 2cos (% Qz+ Ax))) ( lim (Sm 2 Ax)j (Sifat 2.4)

Ax—0 Ax

fi(x) = (2 cos(% (2x)))(%) _ (2cos x)(%) (Sifat Limit Fungsi Trigonometri)

S'(x)= 2(%)0081‘ =cosx

Jadi, jika f(xx) = sin 2 maka f{x) = cos x.

b. Menentukan turunan g(x) = cos x.
. . . ’ . xT+Ax)-g(x
Sesuai definisi turunan g’(x) = lim g(—)g(), maka
Ax—0 Ax

cos(x+ Ax)—cos(x)
Ax '
=2sin } (2x + Ax)sin

¢ lim,

()= lim Identitas Trigonometri).
g (x) Allao Ax ( & )
! lim —2sin(+ (22 + A li sin ; A2 Sifat 2.4
g(x):(A;rEO— sin(§(2x + x))) lim —2 (Sifat 2.4).

g'(x)= (—2 sin(% (2x)))( %) = (—2 sinx) ( %) (Sifat Limit Fungsi Trigonometri).
g'(x) = (—2)(%)Sinx — _sin.
Jadi, jika f(xx) = cos  maka f(x) = -sin x.

Guru kemudian menyampaikan sifat-sifat turunan fungsi trigonometri dan
meminta peserta didik mencari turunan sebuah fungsi dengan menerapkan sifat-
sifat limit fungsi sebagai bentuk latihan. Peserta didik dapat dikelompokkan dalam
beberapa kelompok untuk melakukan kegiatan Ayo Berpikir Kreatif berikut.

L@j Ayo Berpikir Kreatif )

Bagaimana cara kalian menunjukkan Sifat Turunan Trigonometri
3.2 hingga Sifat Turunan Trigonometri 3.5? Buatlah kegiatan untuk
menunjukkan sifat-sifat tersebut, berkolaborasi dengan teman kalian!

Pada kegiatan Ayo Berpikir Kreatif ini, tidak jauh beda dengan kegiatan untuk
menunjukkan Sifat 3.2 hingga Sifat 3.6 turunan fungsi. Perbedaannya, fungsi pada
kegiatan ini merupakan fungsi trigonometri. Cara menunjukkan Sifat Turunan
Trigonometri 3.2 hingga Sifat Turunan Trigonometri 3.5 sebagai berikut.
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Sifat Turunan Trigonometri 3.2 f(x) = tan £ = f/{x) = sec’x.

2 .2
i - _ sinx . A o) _ COS”TAsin" L _ 2
Bukti: f{x) = tanx = 22% | sehingga f{(x) S =St L
Sifat Turunan Trigonometri 3.3 Ax) = ctgx = f(x) = —csc’x.
2 .2
1. — _ cosx . / _ cos” X+smn-x _ _ 2
Bukti: f(x) = ctgx = 5>, sehingga f{x) = P
Sifat Turunan Trigonometri 3.4 Ax) =secx = f(x) =secx tan x.
Bukti: A(x)=secx = ﬁ , sehingga f(x) = % =secX tan .
Sifat Turunan Trigonometri 3.5 Ax) = cscx = f(x) = —cscx cotx.
Bukti: f(x)=cscx = siix , sehingga f{(x) = - :;SZJ; = —csc X cot.

Untuk memahami turunan fungsi trigonometri, guru dapat menggunakan
beberapa contoh seperti Contoh Soal 3.2 dan peserta didik dapat mencoba
menyelesaikan contoh soal dengan strategi lain sesuai dengan kegiatan Ayo Berpikir
Kreatif berikut.

Carilah strategi lain untuk

L@j Ayo Berpikir Kreatif ) menyelesaikan Contoh Soal

3.2 nomor ¢!

Pada kegiatan ini, peserta didik dapat berdiskusi untuk mencari strategi lain
dalam menyelesaikan Contoh Soal 3.2 nomor c. Kegiatan ini bertujuan untuk me-
latih peserta didik berpikir kreatif dalam menentukan strategi yang lebih efektif
dan efisien. Salah satu strategi lain dalam menyelesaikan Contoh Soal 3.2 nomor ¢

adalah sebagai berikut.

1+cosx T 1 X
Guru dapat merubah persamaan y = — menjadi y = - —— = (CSCX +cot,
. Nliva sInx Nliva
sehingga
Y =-cscx cotX — csc’x (Sifat Turunan Trigonometri 3.3).
Y' = —csc’X cos I — csc’x (Identitas Trigonometri).
Y' =—csc’x (cosx -1) (Sifat Aljabar).

Hasil tersebut tidak sama dengan hasil pada Contoh Soal 3.2 nomor c, karena

penyederhanaan yang berbeda.

2Jx +sinx |
cosx

" Latihan Soal Terbimbing 3.2 )

Tentukan turunan fungsi y =
AN
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Alternatif Penyelesaian:

2Jx +sinx
CosXx ’
Misalkan 2+ +sinx = #(x) dan cos & = v(x), maka

Menentukan turunan fungsi y =

y = LRI L) (i3 ),

v(x)?
1
((2(%)1‘5 )+cos.x‘) cosx—(2-/x sinx)(—sinx)
Y= . (Sifat Turunan Trignometri 3.1, TD 1).
cos I
’ (%+cosx) cosx+sinx(2\/5+sinx) C3;C+cosz.2:+sir12 2+2\2sinx ) .
Y= . = 5 (Sifat Aljabar).
cos™ X cos™ I
L4 1+24/2sinx
Y=t (Identitas Trigonometri).
cos™ X
cosx 1 2/xsinx
'= Sifat Aljabar).
Jrcos’xr cos’x cos>x ( J )
, 1 1 2Jxtanx . . .
Y= > 2 (Identitas Trigonometri).
\/ECOSI cos™ X cos X
L1 1 1 . .
Y'= ( — 4+ +2<J/xtanx ) (Sifat Aljabar).
cosx \ Jxr cosx
, 1 . . .
Y'=secx ( Nz + secx +2+/xtanx ) (Identitas Trigonometri).
X
. . 2Jx +sinx , 1
Jadi turunan fungsi y = =——— adalah y'=secx NE + secx+2+/xtanx |.
COoS X

Guru mengarahkan peserta didik untuk mencoba kegiatan Ayo Berpikir Kreatif.

Carilah strategi lain untuk

@j Ayo Berpikir Kreatif ) menyelesaikan Latihan Soal
; Terbimbing 3.2!

3. Aturan Rantai pada Turunan

Guru menyampaikan materi tentang aturan rantai pada turunan.

Misalkan suatu fungsi komposisi = (f © g)(x) yang didefinisikan dengan f{g(x)),
sehingga y = (f ° g)(x) = fg(x)) = Au), dengan u = g(x).

Jika u = g(x) mengalami perubahan sebesar Ax menjadi (x+Ax), maka

» u = g(x) mengalami perubahan sebesar Ag(x) menjadi g(x+Ax), sechingga di-
peroleh Ag(x) = g(x+Ax) - g(x) atau g(x+Ax) = g(x) + Ag(x).
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» u = g(xr) mengalami perubahan sebesar Ag(x) menjadi g(xr+Ax), schingga
terdapat hubungan Af{g(x)) = flg(x+Ax)) - g(x)

atau f(g(xr+Ax)) = g(x) + Af(g(x)).

Diharapkan kegiatan eksplorasi dapat mempermudah peserta didik dalam
memahami aturan rantai.

© I

Jika fungsi y = (f o g)(x) = f(g(x)) = Aiu), dengan u = g(x), maka
turunan fungsi komposisi (f ° g)(x) ditentukan oleh

(fo 8)(x) = flgx)) atau

dy _dy du
dx du dx

Sifat ini sering disebut dengan aturan rantai atau dalil rantai. Untuk memahami
aturan rantai pada turunan, guru dapat menggunakan beberapa Contoh Soal 3.3.

@ Ayo Mencoba

Gurumembagi peserta didik menjadibeberapakelompok untuk menyelesaikan
masalah aturan rantai pada turunan seperti pada Latihan Soal Terbimbing 3.3.
Diharapkan gurudapatmengajak pesertadidik untuk berkolaborasi, menyampaikan
gagasan dengan berani dan sopan, serta mendengarkan pendapat rekannya.

e ~

Latihan Soal Terbimbing 3.3

Tentukan turunan dari y = {/(3x> —1)* !

AN J

Alternatif Penyelesaian:

y ={Bx*—1)*, misalkan # = 3> - 1 maka%= 6.

Jadi, turunan dari y = §/(3x* —1)* adalah Z_f: = %x(&rz -1) “.
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Guru meminta peserta didik untuk memperhatikan Contoh Soal 3.4 sebelum ma-
suk ke kegiatan Ayo Berdiskusi.

Ayo Berdiskusi

Alternatif menyelesaikan masalah:

a. Persamaan yang menunjukkan pergerakan laba-laba pada bidang kartesius

XOY adalah
r(a,y) = (PP=4)i+(?=-2t+6)j.
b. Posisi laba-laba pada ¢ = 2 detik
r(x,y) = (2-4)i + (2-2t+6);.
Jadi posisi laba-laba pada ¢ = 2 detik adalah (0,6).

c. Kecepatan laba-laba pada ¢ = 2 detik
dr/dt = 2t7 + (2t-2)j = 41+2).
|v] = 245.
Jadi kecepatan laba-laba pada ¢ = 2 detik adalah 2/5.

@ Ayo Mencoba

1. Tentukan turunan dari fungsi:

a. ¥y =(3x>-5) cosx. b. y= (x3+%)_4
¢ y=|——. d. ¥y =(2+cosx )
(2x+3)

Alternatif Penyelesaian:
a. ¥y =(3x>-5) cosx.
Misal: # = 3x*-5 maka u'= 6x.
v = cos X maka v'= —sin .

Y =u-v =(3x>-5)-cos x, maka
Y =u'v+uv =(6x)(cosx )+ (3r*-5)(-sin x ).
Y =6x cosx — (3x>-5)sin .

b. y= (x3 +%)_4.

y = u(x)"] = n-u(x)"u'(x).

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XI|




u(x) = 27 +— , maka '(x) =

y=-4(a? +%)_S (3x2—i).

x3

L

c. Y= S
(2x+3)

= [u(x)" ] = n-u(x) " u'(x).

Misal: #(x) = 2x+3 maka #' (x) = 2,

n=-3.
y=ux)'=y= (2x+3)_% maka
v =(3) 3l (2) = -2

(2x+3)
d. ¥ =(2+cosx )"
Y =lu(x)' ] = nu(x)y"u'(x).
Misal: #(x) = 2+cos & maka #' () = —sin .
n=4.
y = u(x)%, maka y' = 4(u(x))*" u(x) = 4(u(x))’ u(x).
Sehingga y'= 4(2+cos x)* (-sin x) = —4(2+cos x)* (sin ).

(2. Jari-jari sebuah balon berbentuk bola bertambah panjang dengan laju 2 cm )
per detik. Tentukan laju bertambahnya luas permukaan dan volume balon

berbentuk bola, jika jari-jari balon tersebut 30 cm!

Alternatif Penyelesaian:

Laju bertambahnya luas permukaan balon berbentuk bola.

Luas balon (L) = 4mr?, sehingga % = 8nr.

Laju pertambahan panjang jari-jari 2 cm per detik, maka laju bertambahnya luas
permukaan balon adalah

dL _dL dr _
a4 = 8m(2)

Laju bertambahnya volume balon berbentuk bola.

= 16mr =167 (30) = 4807 cm?*/detik.

Volume balon (V) = %mﬁ, sehingga % = 41,

Laju pertambahan panjang jari-jari 2 cm per detik, maka laju bertambahnya volu-
me balon adalah

4V, _dV dr _ 42 (2) = 72001 cm?/detik.
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" 3. Diketahui persamaan fungsi trigonometri f{x) = 2 - 2 sin (%TCJC)
didefinisikan pada daerah asal D = {r|0<x<4,x €R}.

Tentukan turunan pertama dari f{xx)!

Jika f(x) bernilai nol pada x =x, dan x = x,, tentukan nilai dari x> + 2 *!

/

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui f{x) = 2-2 sin(3 7x).
S1x) = -2 cos (3 wx)(3 ) = -7 (cos (3 wx) ).
Sf1x) = 0, maka —m(cos (3 wx) )=0.

f(x) akan bernilai 0 jika dan hanya jika cos (3 mx) = 0 pada daerah asal D= {x|0<
I <4,x € R}, sehingga nilai x yang memenuhi adalah x = 1 dan x = 3.

Jadix?+x>=17+3%=10.

C. Aplikasi Turunan

1. Persamaan Garis Singgung pada Kurva

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 3.3

Pada kegiatan ini peserta didik akan mempelajari tentang turunan fungsi f{x) pada
X = a dengan persepsi geometri. Diberikan Gambar 3.3, terdapat kurva y = f(x)
dengan P dan Q adalah titik pada kurva tersebut. Titik P (a,b) merupakan titik
tetap dan titik Qadalah titik yang bergerak sepanjang lintasan kurva. Apabila ditarik
garis lurus yang melalui titik P dan titik @, maka garis lurus tersebut merupakan
tali busur. Jika @ bergerak mendekati P sepanjang lintasan kurva y = f(x), maka
tali busur tersebut merupakan garis singgung kurva y = f(x) pada titik P(a,0) .
Jadi dengan kata lain, garis singgung kurva y = f(x) pada titik P(a,0) merupakan
proses limit dari tali busur PQ ketika titik @ bergerak mendekati titik P.

Pada Gambar 3.3, titik P (a,b) atau P(a, f(a)), dan titik Q((a+h), fa+h)),
sehingga absis titik @ adalah (a+/) dan ordinat titik @ adalah f{a+h). Dengan

menggunakan konsep kemiringan, diperoleh bahwa

— QR _ J(a+h)-f(a)
==

m 7

PQ
Jika titik @ mendekati titik Pmaka nilai 2 akan mendekati nol, sehingga kemiringan
tali busur PQ mendekati kemiringan garis singgung kurva y = f{x) di titik P,
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sehingga kemiringan garis singgung Yy
kurva y = f(x) dapat menggunakan

konsep perhitungan limit.

m=limm,, =lim
h—0 PQ h—0

Sfa+h)-f(a)

Berdasarkan  definisi  turunan
bahwa EE&W = f'(a), maka
untuk menentukan kemiringan per-
samaan garis singgung kurva y = f(x)
di titik P (a.f(a)), peserta didik dapat
menggunakan konsep turunan fungsi
y = f(x) pada x = a. Dengan kata lain,
kemiringan persamaan garis singgung
y = filx) pada titik (@.f(a)) dapat
dinyatakan dengan /(@) = = f(a).

Nath) - fla)—

Y
o

Gambar 3.2. Garis Singgung Kurva f{(x)
Untuk menentukan persamaan

garis singgung kurva y = f(x) pada titik P(@,b) yang telah diketahui kemiringan

garis singgung, peserta didik dapat mengunakan konsep menentukan persamaan

garis yang diketahui kemiringan dan satu titik

(y-y)=m(x-x).
() siocsia

Misalkan P(a,b) adalah titik singgung kurva y = f(x), maka
*  kemiringan garis singgung kurva y pada titik Padalah m = f{a);
*  persamaan garis singgung kurva y pada titik Padalah (y - b) = m(x - a).

Untuk memahami persamaan garis singgung pada kurva, guru dapat menggunakan
Contoh Soal 3.5, dan peserta didik dapat mencoba menyelesaikan contoh soal
dengan strategi lain.

@ Ayo Mencoba

Guru mengelompokkan peserta didik menjadi beberapa kelompok untuk
menyelesaikan masalah aturan rantai pada turunan seperti pada Latihan Soal
Terbimbing 3.4 dan 3.5. Ajaklah mereka untuk aktif berdiskusi dalam kelompok.

" Latihan Soal Terbimbing 3.4
. Tentukan persamaan garis singgung kurva y = x*-x+2 di titik A dengan absis 1!
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Alternatif Penyelesaian:

Titik singgung (x,y) dapat ditentukan dengan cara menyubstitusikan x = 1 pada
kurva y = x*~ x + 2. Diperoleh y = (1)*-1 + 2 = 2, sehingga titik singgungnya
adalah A(1,2). Setelah itu, peserta didik dapat menentukan kemiringan persamaan
garis singgung dengan cara menentukan ﬁ f(1).

Z—z=21—1, 4 f(1)=1
Berikutnya, persamaan garis singgung kurva y = x>~ x + 2 di titik A(1,2), adalah
(Y-y,)=mx-x).
¥ -2)=(r-1)
y=x+1.

" Latihan Soal Terbimbing 3.5

Tentukan persamaan garis singgung di titik potong garis ¥ = x + 1 dengan
parabolay =x*+2r +1!
AN

/

Alternatif Penyelesaian:

Titik potong garis ¥ = x + 1 dengan parabola y = x*+ 2x + 1 adalah
r+1=x*+2x+1.
XX+x=0,

diperoleh x, = 0 dan x, = -1.

Untuk x, = 0, maka y = 0 + 1 = 1, sehingga titik singgungnya adalah (0,1).

Untuk menentukan kemiringan persamaan garis singgung parabola y = x> +2x + 1

di titik (0, 1) adalah ;Lx £(0).

dy
d—I—Zx+2,

4 f(0)=2.
Berikutnya, persamaan garis singgung kurva y = f(x) = x* - x + 2 di titik A(0,1),
adalah
W-y,)=mx-zx).
(y -1)=2(x -0).
y=2x+1.
Untuk x, = -1, maka y = -1 + 1 = 0, sehingga titik singgungnya adalah (-1,0).

Untuk menentukan kemiringan persamaan garis singgung parabola y = x>+ 2x +

1 di titik (-1,0) adalah ﬁf(—l).
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dy
a—zr+2,

i — =
L f(-1)

Berikutnya, persamaan garis singgung kurva y = x>+ 2x + 1 di titik A(-1,0) adalah
(y-y,)=mx-zx).

(¥ - 0)=0(x - (- 1)).
Y = 0 atau sumbu X.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru mengarahkan peserta didik untuk menggunakan
sifat-sifat turunan dalam menyelesaikan soal yang ada pada Latihan Soal 3.2.

Latihan Soal 3.2
1. Carilah persamaan garis singgung dari:
a. kurvay =’ —61x +141yang sejajar dengan garis x + 2y + 3 = 0.
b. parabola y = 2x* - 3x + 5 pada titik yang berordinat 4.

AN J

Alternatif Penyelesaian:
a. Persamaan garis singgung dari kurva y = x’ - 6+ x +14 yang sejajar dengan
garisx + 2y +3=0.

Kemiringan garis X + 2y + 3 = 0 adalah m = —% = —%.

Garis singgung kurva y =x— 6%1‘ + 14% sejajar dengan garis X + 2y + 3 = 0, maka
kemiringannya adalah m,=m = —%.

y=x2—6%x+14%=x2—ﬂx+2.

B 2
y’=2.7c—3—51
mzzy' 2.1‘——, sehingga —== Zx——
L35
20 = = 2t5 10
s7
X =5

2 31(57) 29 1981

s\20)% 72 = %0

Substitusikan x = %paday =z’-Ax+ 2 , diperoleh y = ( 3 ) 400

S

S7 1981
207400
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1981 57
Y=%0 =Xty
2551
X+2y mO—O

1

Jadi, persamaan garis singgung kurva y = x> - 6%1‘ +145

x+2y+3=0mhhhx+2y—%%=&

yang sejajar dengan garis

b. Persamaan garis singgung dari parabola y = 2x* — 3x + 5 pada titik yang
berordinat 4.

Substitusikan y = 4 ke persamaan kurva y = 22> - 3x + 5, diperoleh 2x* - 3x + 1
= 0. Cara pemfaktoran dapat diterapkan pada persamaan 2x* - 3x + 1 = 0 untuk
memperoleh x, =5 atau x, = 1.
Turunan pertama kurva y = 2x* - 3x + S adalah y' = 4x-3.
Untuk x, = 7 maka m, = y'(3) = -1, sehingga persamaan garis singgung melalui
titik (5 ,4) dengan m = -1 adalah

y-4=-1(x-3)

Y-4=-I+1.

2y -8=-2x + 1.
2 +2y -9=0.

Untuk x, = 1 maka m,= y'(1) = 1, sehingga persamaan garis singgung melalui titik
(1,4) dengan 7, = 1 adalah

y-4=1x-1).
y=x -1+4.
y=x+3.

Jadi, persamaan garis singgung dari parabola y = 2> — 3 + S pada titik berordinat
4adalah2xr +2y -9=0dany=x + 3.

(2. Suatu kurva y = 31‘—%. memotong sumbu X di P. Carilah persamaan )

garis singgung kurva tersebut pada titik /!

Alternatif Penyelesaian:

Kurvay =3x— % .

Menentukan titik 7.

P merupakan titik potong kurva di sumbu-X artinya y = 0, sechingga 3x —% =0.

3x3-3=0
x-1=0.
x =1.
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Jadi, titik Padalah (1,0).
Menentukan kemiringan yang melaui titik P
Yy =3xr— %
y=3 +% .
Diperoleh m=y/(1)=3 +-5=9.
Sehingga, persamaan garis singgung melalui titik (1,0) dengan 7 = 9 yaitu
Y- 0=9(x - 1) atau dapat dinyatakan dengan y = 9x - 9.
Jadi, persamaan garis singgung kurva di titik Padalah y = 9x - 9.

3. Kurvay = (x*+ 2)> memotong sumbu Y pada titik A. Tunjukkan bahwa )
garis singgung pada kurva tersebut melalui titik A sejajar sumbu X dan

berjarak 4 satuan terhadap titik pusat koordinat!
N J

Alternatif Penyelesaian:

Mencari titik A yang merupakan titik potong kurva di sumbu Y artinya x = 0.
Ordinat titik A adalah y (0) = (x*+ 2)* = 4. Diperoleh koordinat titik A adalah
(0,4).

Misalkan titik A(0,4) merupakan titik singgung kurva y = (x*+ 2)* , maka
kemiringan garis singgung kurva tersebut adalah m = y'(0) = 4(0)((0)*+2) = 0.
Akibatnya, garis singgung tersebut sejajar sumbu X. Diperoleh persamaan garis
singgungnya adalah y = 4.

Jadi, persamaan garis singgung kurva di titik A adalah y = 4.

" 4. Tentukan koordinat titik pada kurva y = 2x* — 7x + 1, jika garis singgung )
kurva melalui titik tersebut dan membentuk sudut 45° terhadap sumbu X
positif. Tentukan pula persamaan garis singgung kurva yang melalui titik

tersebut!
N J

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan kemiringan garis singgung.
M =tan & = tan 45° = 1.
Menentukan titik singgung kurva y = 2x* - 7x + 1.
Kemiringan garis singgung merupakan nilai turunan pertama untuk x absis titik
singgung, sehingga y'(x) = 4x - 7.
1=4x-7.
X =2
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Maka ordinat titik singgung adalah y = 2(2)* - 7(2) +1 = -5. Diperoleh koordinat

titik singgung (2,-5).

Persamaan garis singgung melalui titik (2,-5) dengan 7 = 1 adalah

y+5=1x-2).
y+S=x-2.
x-y-7=0.

Jadi, persamaan garis singgung kurva y = 2x* — 7x + 1 melalui titik (2,-5) dengan

m=1yaituxr-y-7=0.

2. Fungsi Naik, Fungsi Turun, dan Diam (Stasioner)

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 3.4

DPerhatikan grafik fungsi y = f(x) pada
Gambar 3.4, untuk x < @ fungsi f(x)
naik, hal ini dikarenakan nilai absis (x)
bergerak ke kanan tetapi grafik fungsi
tersebut bergerak ke atas atau naik.
Begitu juga padax > b merupakan fungsi
naik. Untuk x diantaraa hingga b ataua
<X < b merupakan fungsi turun karena
nilai absis () bergerak ke kanan tetapi
grafik fungsi tersebut bergerak ke bawah
atau turun. Berdasarkan pernyataan
tersebut, maka diharapkan peserta didik

. turun
naik

/

naik

f@)>0  fl@)>0 | flx)>0

0 a b

Gambar 3.3. Kemonotonan Grafik Fungsi f(x)

dapat memahami definisi fungsi naik dan fungsi turun sebagai berikut.

Misalkan fungsi f(xr) terdefinisi dalam interval /.

Fungsi f{x) dikatakan fungsi naik dalam interval 7, jika untuk setiap bilangan

x,, x, dalam interval I dengan x < x, maka berlaku f(xr) < f(x,), atau ditulis
Jika x < x, maka flx ) < f(x)).

Fungsi f{(x) dikatakan fungsi turun dalam interval 7, jika untuk setiap bilangan

x,, x, dalam interval I dengan x < x, maka berlaku f(x,) > f(xr,) atau ditulis
Jika x < x, maka fix,) > f(x,).

X

@) oetinsi ]
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DPeserta didik harus ingat turunan pertama dari fungsi f(x) yaitu f{x) secara
geometris merupakan kemiringan suatu kurva f{x) pada titik (2, f{xr)). Interpretasi
ini dapat digunakan untuk memeriksa perilaku suatu fungsi, yaitu:

* Pada interval x < @, untuk f{x) fungsi naik, kemiringan garis singgungnya
bernilai positif. Dengan kata lain f{x) > 0.

* pada interval x > @, untuk f(x) fungsi turun, kemiringan garis singgungnya
bernilai negatif. Dengan kata lain f1{(x) < 0.

* padax = @, untuk f(x) tidak naik dan tidak turun atau dikatakan bahwa f(x)
mempunyai nilai stasioner di X = @, kemiringan garis singgungnya pada titik
Z = a bernilai nol atau f{x) = 0.

Dari ketiga tingkah laku suatu fungsi tersebut peserta didik dapat memahami

teorema yang berkaitan dengan fungsi naik, fungsi turun, dan stasioner.

(D) siosia

Misalkan fungsi ¥ = f(x) kontinu pada interval 7dan Ax) terdiferensiabel untuk
setiap titik dalam Z, jika x dalam interval tersebut jika

1. f{x)> 0 maka fungsi f(x) naik pada &
2. f{x) < 0 maka fungsi f(x) turun pada /;
3. f{x) = 0 maka fungsi f(x) diam (stasioner) pada /.

Untuk memahami fungsi naik, turun, dan diam, guru dapat menggunakan
beberapa Contoh Soal 3.6. Selanjutnya, guru mengelompokkan peserta didik
menjadi beberapa kelompok untuk menyelesaikan masalah aturan rantai pada
turunan seperti pada Latihan Soal Terbimbing 3.6 hingga 3.8.

@ Ayo Mencoba

(Latihan Soal Terbimbing 3.6

Diberikan kurva g(x) = x(6 - x)% tentukan batasan kurva g(x) agar tidak

pernah turun!
- )

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui bahwa kurva g(x) = 2(6 - x)*. Dengan mengingat sifat fungsi f(x) =
u(x)v(x) maka turunan fungsi tersebut adalah f{x) = u (x)v(x) + u(x)v{(x), se-
hingga g{(x) = u (x)v(x) + u(x)v () = (6-2)*+ 2(-2(6-x) = 36 - 24x + 32>
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Untuk melihat hasil perhitungan, bisa dilihat hasil akhir g{x) = 36 - 24x + 32
36 - 24x + 3x*=0.
12 - 8x +x*=0.
(x-6)(xr-2)=0.
Diperoleh x =2 danx = 6.

Grafik fungsi g(x) tidak akan pernah turun jika g{x) > 0, sehingga dengan meng-
gunakan bantuan garis bilangan diperoleh bahwa
+++ - - - +++

-
< A

2
Jadi, g(x) tidak pernah turun pada x < 2 ataux >

[
»

N SO

e N

Latihan Soal Terbimbing 3.7
Diketahui fungsi () =—

. dalam interval berapa f{x) turun!

(o) naik dan

Alternatif Penyelesaian:

Untuk masalah fungsi Ax)=

2—xx_1' interval berapa {x) naik dan dalam interval

berapa f(x f( ) turun. Untuk menentukan turunan pertama, perlu diingat bahwa jika

f( )——rn ka f( ) u'(x)v(x)-u(x)v'(x)

v*(x)
(x) =xdan v(x) =x*-x + 1, sechingga

. Berdasarkan persamaan fungsi f(x) =

gy WEO(E)u(r'(c) x4
Sa)= v2(x) C(22-x41)?
—x2+1
f(x) naik, maka f{(x) > 0, sehingga Ty
Tidak ada x yang membuat f{x) naik.
7 —x?+1
f(x) turun, maka f(x) < 0, sehingga Foralf

J(x) turun untuk semua x € R.

p
Latihan Soal Terbimbing 3.8

Diketahui fungsi f(x) = sin’r denan 0 < x < 27. Tentukan dalam interval
. berapa f{xr) dalam kondisi naik!

)

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui bahwa f(x) = sin®r maka f(x) = 2 sinx cos & = sin2x. Syarat bahwa
fungsi f(x) naik adalah ketika f{xr) > 0, yaitu sin 22 > 0. Pembuat nol fungsi sin 2
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adalah (0, 2, 3, 2ﬂ). Dengan bantuan garis bilangan diperoleh bahwa

+++  ——— -

31
b 5 2T

+©0
0

~la o

f{x) bernilai positif pada interval 0 < x < % atau < X < 37” :

Jadi, diperoleh f{x) merupakan fungsi naik jika berada pada interval 0 < x < gdan

m<x <L,
2

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba untuk Latihan Soal 3.3, guru dapat mengarahkan
kepada peserta didik untuk menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan fungsi
naik, fungsi turun, dan diam (stasioner).

/Latihan Soal 3.3

1. Tentukan interval fungsi naik dan interval fungsi turun pada kurva
a. flx)=a-3x-15.
b. Alx)=x*-8x3+18x?-24.

c. flx)= J;zjf

, X # 1.

A

Alternatif Penyelesaian:
Interval fungsi naik dan interval fungsi turun pada kurva
a. flx)=x’-3x-15.

Slx) =3x>-3.
Fungsi naik apabila f{x) > 0,
3x*-3 > 0.

X <-lataux > 1.
Fungsi turun apabila /{x) < 0,
3x>-3 <0.
-l<x<1.
Jadi, interval fungsi naik pada x < -1 ataux > ldan interval fungsi
turun pada-1<x <1.
b. Jika f(x) = x*-8x3+18x?-24 maka f(x) = 413-24x?+36x
Fungsi naik apabila f{x) > 0,
413-24x*+36x > 0.
x> 0.
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Fungsi turun apabila f{x) < 0,
423-242*+36x < 0.
x < 0.
Jadi, interval fungsi naik pada x > 0 dan interval fungsi turun pada x < 0.
2
c. Jikaflx)= J;_Jf maka f{(x) = x(xig;z &
Fungsi naik apabila f{x) > 0, sechingga
x2-22-3
o 0.
Penyebut bernilai positif untuk & # 1, sehingga
x*-2x-3> 0.
X <-lataux > 3.
Fungsi turun apabila /() < 0, sehingga

2

x*-2x-3<0.
-1<x<3.
Karena x # 1 maka intervalnya diperoleh
Untuk xr<-1, maka f{x) > 0.
Untuk -1<x <1, maka /() < 0.
Untuk 1<x <3, maka f{(x) < 0.
Untuk x >3, maka f{x) > 0.
Jadi, interval fungsi naik pada x < -1 atau x > 3 dan interval fungsi turun
pada -1<x < 3.

e N
2. Jikafungsi f{x) = ax’+x*+5 selalu naik dalam interval 0 < x < 2, tentukanlah

. nilai dari koefisien a! )

Alternatif Penyelesaian:

Fungsi f(x) = ax*+x+5 selalu naik dalam interval 0 < x < 2, maka (x-0)(x-2) < 0

x*-2x < 0.
Persamaan ini dikalikan dengan (-1), schingga diperoleh -x*+2x >0 .......... (1).
Karena f(x) = ax*+x*+5 maka f(x) = 3ax>+2x.
Karena selalu naik maka f(x) > 0, sehingga diperoleh 3ax*+2x >0 ... (2).

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh
3ax*+2x = -x*+2x.

3ax?= -x>.
__x __1
32 3

Jadi, nilai koefisien @ = —~.
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e N
3. Tentukan interval fungsi naik dan turun jika diketahui kurva

f(x) = sin 2x cos 2 dengan x = 0!

. J

Alternatif Penyelesaian:

Jika f(x) = sin 2x cos 2 maka f{(x) = 2 cos 4.

Periode fungsi f(x) = sin 2 cos 2 adalah g

Titik stasioner fungsi adalah f{x) = 0, maka 2 cos 4 = 0, sehingga diperoleh,

cos 4x = cosg atau cos 4X = cos 37“
8 8

itik kritis untuk tiap periode adala ==+ = anx ==—
Titik kritis untuk tiap periode adalah 2 =% + 270 dan = 3%

0,1,2,3,..

+Zn,dengan n =
2

*  Fungsi naik saat f{x) > 0, maka 2 cos 4x > 0, sehingga, 2 cos 4 = 0.

Cos 4x = cos% atau cos 4x = cos%E
8 8

Sehingga f(x )nalkuntuk“n<x< +7 ndan +Z “p<x< + * yuntuk
n=0,1,2,3,..

*  Fungsi turun saat f{x) <0, maka 2 co s 4x < 0, sehingga 2 cos 4x = 0.

COS 4X = cos % atau cos 4x = cos 3775

8 8

Sehingga f(x) turun untuk u + n<xr<=X 3

T + n untuk # bilangan asli.

Jadi, interval fungsi naik pada saat g n<xr<t+in dan A+ In<r<Z+in

dan interval fungsi turun pada X + L <x < 3— + 5 n.
8 2 8 2
e R\
4. Sebuah partikel bergerak sepanjang kurva s(£) = ¢° — %t 2 +18t—1, untuk

t#0.
a. Tentukan kecepatan dan percepatan partikel dalam fungsi waktu ¢!
Tentukan nilai ¢ saat kecepatan partikel sama dengan nol!

c. Tentukan pada interval mana kecepatan partikel negatif dan pada
interval mana kecepatan partikel positif!

d. Berapakah nilai £ saat percepatan partikel sama dengan 0!
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Alternatif Penyelesaian:

Partikel bergerak sepanjang kurva s(¢) = ¢3 — %t 2418t —1,untuk £ # 0.
a. Untuk menentukan kecepatan dilakukan dengan W(¢) = %,
V() =% = 5'(t) = 3-15¢+18.

Percepatan diperoleh dari a(t) = s"() = 6¢-15.

sehingga

b. Nilai ¢ ketika kecepatan partikel sama dengan nol, sehingga V() = 0. Diperoleh
bahwa 3#*~15¢+18 = 0, dengan memfaktorkan persamaan ini diperoleh bahwa
t,=3ataul = 2.
Jadi, nilai  ketika kecepatan nol adalah #, = 3 atau £, = 2.
c. WAt) < 0 (bernilai negatif).
Interval: 2 < £ < 3.
V() > 0 (bernilai positif).
Interval: £ < 2 atau ¢ > 3.

d. Nilai £ ketika percepatan partikel sama dengan 0.

a(t)=0.

6t-15=0.

15
=Z=2’5‘

Jadi, nilai ¢ ketika percepatan 0 adalah ¢ = 2,5.

3. Titik Ekstrim, Nilai Balik Minimum, dan Nilai Balik Maksimum
Dalam titik stasioner peserta didik akan mengenal istilah nilai maksimum, nilai

minimum, titik balik minimum, dan titik balik maksimum. Peserta didik secara
berkelompok diarahkan untuk untuk membedakan keempat istilah tersebut.!

Ayo Berdiskusi

Guru mengelompokkan peserta didik dan berdiskusi. Guru mengajak peserta didik
untuk bekerja sama dan percaya diri dalam menyampaikan pendapatnya. Dengan

memperhatikan bahwa /() > 0 merupakan fungsi naik dan /() < 0 merupakan
fungsi turun.

a. Kapan kondisi suatu titik disebut dengan titik ekstrim minimum (stasioner
minimum)?

b. Kapan kondisi suatu titik disebut dengan titik ekstrim maksimum (stasioner
minimum)?
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Untuk memahami titik stasioner guru dapat menggunakan beberapa contoh
seperti Contoh Soal 3.7a, dan dapat mencoba menyelesaikan Contoh Soal 3.7b

e N

Contoh Soal 3.7
Tentukan titik stasioner untuk fungsi
a.  y=flx)=x%
b. y=Afx)=x*+2x-3.
- J
Alternatif Jawaban Contoh Soal 3.7b
Y =x*+2x -3 maka y'=2x+2=0.

Nilai & yang menyebabkan suatu fungsi stasioner adalah nilai f{x) = ' = 0, sehing-
gadiperolehx =-1.

Dengan menyubstitusikan x = -1 ke persamaan y = x*+2x -3 diperoleh y = —4.
Jadi, titik stasioner terletak pada (-1,-4).

a. Uji Turunan Pertama

flo=0

Gambar 3.4. Nilai Balik dari Kurva f{x)

Jika f1(c) = 0, maka f{c) adalah nilai stasioner f pada c. Nilai stasioner pada grafik
J dapat bernilai balik maksimum, minimum, atau balik horizontal. Jenis nilai
stasioner ini dapat diidentifikasi dengan melihat tanda f*(x) di sekitar x = ¢, seperti:

1. Jika f{x) berubah tanda dari positif menjadi negatif setelah melalui nol, maka
Jic) merupakan nilai balik maksimum dari f{x) sedangkan titik (¢, f(c))
merupakan titik balik maksimum dari f{x) (lihat Gambar 3.4 (a).
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2. Jika f{x) berubah tanda dari negatif
menjadi positif setelah melalui nol,
maka f{c) merupakan nilai balik
minimum dari f{x) sedangkan (c,
f{(¢)) merupakan titik balik minimum

dari f{x) (lihat Gambar 3.4 (b)). ©
3. Jika f(x) tidak berubah tanda saat

melalui nol, maka f(x) mempunyai
titik belok horizontal pada ¢ atau
(¢, fic)) merupakan titik belok
horizontal f{x) (lihat Gambar 3.5). X

Gambear 3.5. Kurva Titik Belok Horizontal pada

@ Ayo Mencoba ¢ dengan Titik Belok (c, f(c))

Untuk memahami jenis titik stasioner dan jenisnya, titik stasioner guru dapat
menggunakan beberapa Contoh Soal 3.7, dilanjutkan dengan Latihan Soal
Terbimbing 3.9.

p
Latihan Soal Terbimbing 3.9

Tentukan titik stasioner dari fungsi f(x) =1 2* — 22? dan tentukan jenis titik

stasioner tersebut, berikanlah alasannya!
AN J

Alternatif Penyelesaian:

Turunan pertama dari f(x) = 12— 22 adalah f'(x) = 2> - 4. Syarat untuk

menentukan titik stasioner adalah f'(x) = 0, sehingga

xP-4x =0.

x(x-2)(x+2)=0.

Dari persamaan f”(x) = 0 diperoleh bahwax = 0, x = -2, x = 2.

Untuk x = -2, diperoleh f(~2)= —4.

Untuk x = 0, diperoleh f(0) = 0.

Untuk x = 2, diperoleh f(2) = -4, sehingga diperoleh titik stasioner (-2,-4), (0,0),
2,—4).

%)engln menggunakan bantuan garis bilangan diperoleh bahwa nilai turunan

pertama fungsi f(x) = %1‘4 — 2 di sekitar absis -2, 0, dan 2.

———— A+ ———— HH o+
gl O
< O

20 2
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Berdasarkan garis bilangan tersebut, dapat dikatakan bahwa:

*  Titik (-2,-4) adalah titik balik minimum, karena nilai f'(x) berganti tanda
dari negatif menjadi positif setelah melalui titik (-2,-4).

¢ Titik (0,0) adalah titik balik maksimum, karena nilai /'() berganti tanda dari
positif menjadi negatif setelah melalui titik (0,0).

*  Titik (2,-4) adalah titik balik minimum, karena nilai /'(xr) berganti tanda dari
negatif menjadi positif setelah melalui titik (2,—4).

@ Cek Dengan Photomath

Guru dapat memberikan saran kepada peserta didik untuk memeriksa
jawaban yang telah peserta didik peroleh menggunakan Photomath. Hasil
yang diperoleh untuk Latihan Soal terbimbing 3.9 adalah:

Nilai Maksimum relatif adalah 0 padax = 0.

Nilai Maksimum relatif adalah —4 padax =2 danx = -2.

b. Uji Turunan Kedua

Guru menjelaskan mengenai uji turunan kedua untuk menentukan jenis titik eks-
trim dari suatu fungsi sehingga peserta didik dapat menggunakan sifat berikut.

Diberikan interval I yang memuat c. Fungsi f(x) kontinu dan terdiferensiabel

dalam interval I. Turunan pertama dan turunan kedua f{x) pada interval I, serta

/(c) dengan f(c) nilai stasioner.

1. Jikaf"(c) <0, maka f{c) merupakan nilai balik maksimum fungsi /.

2. Jika f"(c) > 0, maka f{c) merupakan nilai balik minimum fungsi /.

3. Jika f"(c) = 0, maka f{c) bukan nilai ekstrim fungsi f dan titik (¢,f(c)) adalah
titik beloknya.

Untuk memperjelas materi ini peserta didik dapat mendiskusikan dengan teman
Contoh Soal 3.9.

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba untuk Latihan Soal 3.4, guru dapat mengarahkan
kepada peserta didik untuk menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan titik
ekstrim, nilai balik minimum, dan nilai balik maksimum.

" Latihan Soal 3.4
1. Tentukan nilai titik balik maksimum dan minimum dari

a. f(x)=x’-6x*+9x+4. b. f(x)= %
- J
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Alternatif Penyelesaian:

Titik balik minimum dan maksimum

a. Jika f(x) = £3-6x>+9x+4. maka f'(x) = 3x*>-12x+9 dan " (x) = 6x-12.
Untuk 32>-12x+9 = 0, dengan menggunakan pemfaktoran, maka diperoleh
x =lataux, =3.

Dengan menyubstitusikan 2, = 1 ke persamaan f”'(x) = 62-12, diperoleh
bahwa /" (1) < 0. Maka untuk /(1) merupakan nilai balik maksimum.
Untuk mengetahui titik balik maksimum, dapat dilakukan dengan
menyubstitusikan x, = 1 ke f(x) = 2°-62>+9x+4. Diperoleh bahwa /(1) > 0
sehingga titik balik maksimumnya adalah (1,8).

Dengan menyubstitusikan f(3), ke persamaan f”(x) = 6x-12 schingga

S”(3) > 0. Maka x, = 3 merupakan nilai balik minimum.

Untuk mengetahui titik balik minimum, dapat dilakukan dengan
menyubstitusikan &, = 3 ke f () = 2°-62*+9x+4. Diperoleh bahwa f(3) > 0
sehingga titik balik maksimumnya adalah (3,4).

Jadi, titik balik maksimum terletak pada titik (1,8), sedangkan titik balik

minimum terletak pada titik (3,4).

b. Jika f(x ) %makaf( x)= _Z;C ¢ da nf’(x )_49?18
Pada =2

60, diperoleh bahwa x = 3. Karena f”(~3) > 0, maka ini

merupakan nilai balik minimum. Untuk menentukan titik balik minimum

dilakukan dengan rnenyubstltu51kan I = -3 ke persamaan f(x) = %

Diperoleh bahwa f(-3) = % =0.

Jadi, titik balik minimumnya adalah (-3,0).

( 2. Tentukan titik belok dari fungsi
a. f(x)=1x*-2. b. f(x)=x3-6x+12x+5.

Alternatif Penyelesaian:

Titik belok fungsi
a. Jika f(x) =12’ =2 maka f'(x) =2 x dan f"(x)=1

Perhatikan bahwa, titik belok f(x) diperoleh saat f'(x) = 0. Karena f'(x) # 0, maka
F(x) =1x® -2 tidak memiliki titik belok.
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b. Jika f(x) = X>-6x+12x+5, maka f'(x) = 30>~12x+12 dan /" (x) = 6x-12. Sya-
rat untuk menentukan titik belok adalah f”(x) = 0, sehingga 62-12 = 0 atau
X = 2. Dengan menyubstitusikan x = 2 ke f(x) = 2’-6x+12x+5, diperoleh
bahwa f(2) = (2)>-6(2)*+12(2)+5 = 13.

Jadi, titik beloknya adalah (2,13).

' N
3. Tentukan nilai ekstrim dari fungsi berikut, dan tentukan jenis titik ekstrimnya

a. f(x)=x>-s5x+6. b. f(x)=1x’+1x’-2x+5.

Alternatif Penyelesaian:

Nilai ekstrim dari fungsi dan jenis titik ekstrim.

a. Jika f(x) = x>~ Sx+6. maka f'(x) = 2x-5 dan f”(x) = 2.
Pada 2x-5 = 0 diperoleh bahwa x = % Dengan menyubstitusikan x = % ke f(x)
dan f”(x) diperoleh
)= @r-5Gyre=-1
/@)=2
Karena f° "(%) > 0, maka f(%) merupakan nilai balik minimum.
Jadi, f (x) = 2~ 5x+6 memiliki nilai ekstrim minimum dif(%) =-1
b. Jikaf(x)=1x’+12? - 2x +5 maka f'(x) = ¥*+x-2 dan f"(x) = 2r+1.
Pada 2°+x-2 = 0, dengan menggunakan pemfaktoran diperoleh bahwa x, = 1
ataux,= -2.
Jikax = 1 maka f(1) = %, dan f”(x) = 2 +1, sehingga /”(1) =2(1) +1 =3 > 0,
maka f{1) merupakan nilai balik minimum.
Jika x,= -2 maka f(-2) = 2, dan f”(-2) = 2 (-2) +1 = -3 < 0, maka f{-2)
merupakan nilai balik maksimum.
Jadi, (x) = La* + L2® - 22 + 5 memiliki nilai balik minimum di /(1) = 2 dan

memiliki nilai balik maksimum di f{-2) = 2

3
Soal Berpikir Kreatif

e N

4. Diketahui @ dan 0 adalah akar-akar dari persamaan x7+5px+p*~4p+1=0.
Tentukan nilai p agar a+ab+0b bernilai maksimum pada -3 < p < 3!
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Alternatif Penyelesaian:

a dan b merupakan akar-akar dari persamaan x?+5px+p’~4p+1 = 0, akan dicari
nilai p agar a+ab+b bernilai maksimum pada -3 < p < 3.
Diperoleh jumlah akar dan hasil akar dari persamaan x+5px+p*~4p+1 = 0 yaitu:

a+b=-5sp.

ab=p—4p + 1.
sehingga a+ab+b = -Sp+(p*-4p + 1) = p>~9p+1.
Misal: f(p) = p>-9p+1.
Nilai maksimum dari f{p) akan tercapai jika f(p) = 0, maka f(p) = 3p*-9

0=3(p>-3).

0 = 3(p—3)(p+V3).
Diperoleh p = —V3 atau p = V3.

+ 4+ + - - =+t o+
« O O O O O
3 -3 0 NG 3

Dari garis bilangan diperoleh bahwa f{(p) maksimum atau pada p = —v3 atau
bp =3
Uji/cek dengan substitusi nilai p ke f(p).
P =—/3, maka i—V3) = (3P -9(-V3)+1= 63 +1.
p= V3, makaf(v3) =(V3P -9(3) +1=-6v3 +1.
Jadi, agar a+ab+b bernilai maksimum pada -3 < p < 3, maka nilaip adalah /3.

p
5. Buktikan bahwa setiap fungsi kuadrat f(x) = ax*+bx+c, dengan a # 0

mempunyai tepat satu titik ekstrim!
A )

Alternatif Penyelesaian:

Karena f(x) = ax*+bx+c maka f'(x) = 2ax+b.

Untuk menentukan titik ekstrim, terlebih dahulu dicari f’(x) = 0, maka

2ax+b = 0.
x=-2L
2a

Substitusikan x = —% pada f(x), schingga diperoleh

_ 2b*—4ac
4a

Jadi, terbukti bahwa setiap fungsi kuadrat f(x) = ax’+bx+c dengan @ # 0 mem-

f(x) =ax*+bx+c = a(—%)2+b(—%)+c =

. .- . b 2b*—4ac
unyai tepat satu titik ekstrem yaitu (—— - 7)
p y p y Za’ 4a
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D. Aplikasi Turunan di Berbagai Bidang Ilmu

Setelah peserta didik mempelajari konsep turunan, pada bagian ini peserta didik
akan mempelajari aplikasi turunan fungsi pada berbagai bidang keilmuan. Untuk
menguasai aplikasi turunan di berbagai bidang, guru dapat menggunakan beberapa
contoh seperti Contoh Soal 3.10 dan 3.11, dan peserta didik dapat mencoba
menyelesaikan contoh soal dengan strategi lain.

Selanjutnya, guru mengelompokkan peserta didik menjadi beberapa kelompok
untuk menyelesaikan masalah aturan rantai pada turunan seperti pada Latihan
Soal Terbimbing 3.10.

@ Ayo Mencoba

p
Latihan Soal Terbimbing 3.10

Sebuah partikel bergerak dengan lintasan kurva s = f(t) = £*~6¢*+9¢, dimana s
adalah jarak yang ditempuh partikel dalam satuan meter, dan ¢ adalah waktu

yang diperlukan partikel dalam satuan detik. Tentukan:

a. Panjang lintasan partikel pada ¢ = 0 detik, ¢ = 1 detik, dan ¢ = 2 detik.
b. Kecepatan partikel pada waktu ¢ = 0 detik, ¢ = 1 detik, dan ¢ = 2 detik.
c. DPercepatan partikel pada ¢ = 0 detik, ¢ = 1 detik, dan ¢ = 2 detik.

AN J

Alternatif Penyelesaian:
Bagian a)
Untuk menentukan panjang lintasan § atau nilai ketinggian, kalian dapat
mensubstitusimenyubstitusikan t pada persamaan s = f(£) = £* - 6£* + 9¢ schingga
untuk ¢ = 0, maka f{0) = 0° - 6(0)*+ 9(0) = 0 meter.
untuk £ = 1, maka f(1) = 1>= 6(1)>+ 9(1) = 4 meter.
untuk £ = 2, maka f(2) = 2>~ 6(2)>+ 9(2) = 2 meter.
Bagian b)
Untuk menentukan nilai kecepatan dapat menggunakan konsep turunan pertama

suatu fungsi, sehingga f(¢) = £ - 6¢* + 9t, maka persamaan kecepatan adalah

_Af®t) _ d 43 _ 42 — 22
V= 5 dt(t 6L~ +9t) = 3t°-121+9.

Maka kecepatan pada ¢ = 0 detik adalah v = 3(0)*-12(0) + 9 = 9 meter/detik.
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Kecepatan pada ¢ = 1 detik adalah v = 3(1)*~12(1) + 9 = 0 meter/detik.
Kecepatan pada ¢ = 2 detik adalah v = 3(2)*-12(2) + 9 = -9 meter/detik.

Bagian c)
Untuk menentukan nilai percepatan dapat menggunakan konsep turunan kedua
suatu fungsi, sehingga f(¢)=£°-61>+9¢, maka persamaan percepatan adalah

a=LIO_ L (43612 L or)—6t—12.
dt? dt?

Maka percepatan pada ¢ = 0 detik adalah 6(0)-12 = -12 m/s*
percepatan pada ¢ = 1 detik adalah 6(1)-12 = -6 m/s*
percepatan pada ¢ = 2 detik adalah 6(2)-12 = 0 m2/s>.

Secaraberkelompok, guru mengarahkan pesertadidik diarahkan untuk mempelajari
Ayo Berpikir Kritis. Guru mengajak peserta didik untuk percaya diri dalam me-
nyampaikan gagasannya dan berpikir kritis.

@ Ayo Berpikir Kritis

Diketahui grafik perkembangan jumlah kasus baru positif harian Covid-19 di DKI
Jakarta mulai tanggal 16 Maret 2020 sampai dengan 20 Agustus 2020 terlihat pada
Gambar 3.6.

Pada Gambar 3.6, jumlah kasus baru positif harian Covid-19 setiap harinya selalu
naik turun, namun secara umum grafik tersebut cenderung naik. Berkaitan kondisi
ini, Rory dan Rita Diana telah mempublikasikan hasil estimasi pemodelan data
covid tersebut menggunakan regresi polinomial lokal pada tahun 2021. Misalkan
estimasi fungsi kasus baru di DKI Jakarta tersebut adalah f(x) = 48,26x% + 44,37
-22,18x + 17,57, dengan X adalah estimasi bulan.

800
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Gambar 3.6. Jumlah Orang Terkonfirmasi Covid di DKI Jakarta sejak 16 Maret — 20 Agustus 2020
Sumber: Seminar Official Official Statistics/R. Rory & R. Diana (2020)

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XII




Kemudian Setelah itu, peserta didik secara berkelompok melakukan kegiatan Ayo
Berdiskusi. Guru mengajak peserta didik untuk berani menyampaikan pendapat
dan menghargai pendapat rekannya.

Ayo Berdiskusi

Berdasarkan pemodelan data tersebut, diskusikan dengan kelompok untuk
mengestimasi laju penambahan orang terkonfirmasi Covid-19! Kapan estimasi
fungsi tersebut mengalami puncaknya?.

Alternatif Penyelesaian:

Diperoleh suatu f(x) = 48,262° + 44,37x% - 22,18x + 17,57 maka
F(x) =144,787 + 88,74x ~22,18 = 0.

Dengan menggunakan rumus abc, diperoleh x,=0,191dan x,= -0,804.
Untuk x, = 0,191 maka £(0,191) = 18,715783.
Untuk x,= -0,804 ,maka f(-0,804) = 6,832358.

Estimasi fungsi tersebut mengalami puncaknya pada saat x = 0,191 dengan nilai
/£(0,191) =18,715783. Jadi, kasus covid mengalami puncaknya pada bulan ke 19
setelah bulan Maret 2020 atau kurang lebih bulan Oktober 2021.

@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba untuk Latihan Soal 3.5, guru dapat mengarahkan
kepada peserta didik untuk menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan limit
fungsi aljabar.

Latihan Soal 3.5

1. Pembangunan sebuah jembatan dapat diselesaikan dalam x hari,
dengan biaya y = 3x - 900 + % dan y dalam ratusan ribu. Berapa hari

pembangunan jembatan tersebut harus diselesaikan agar biaya yang

dikeluarkan oleh pemborong minimum!
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Alternatif Penyelesaian:

Menentukan lamanya pembangunan jembatan agar dapat meminimumkan biaya

Y = (32-900+12%)x = 322-900x + 120.

y = 6x -900.

0=6x -900.
900

x =22 =150.

Jadi, lama pembangunan jembatan agar biaya minimum adalah 150 hari.

Ve A
2. Tentukan dua buah bilangan real positif dengan jumlahan kedua bilangan

itu minimum dan mempunyai hasil kali 80!

Alternatif Penyelesaian:

Dua buah bilangan jika dikalikan hasilnya 80 dan jumlah keduanya minimum.
Misalkan kedua bilangan adalah x dan y, maka x-y = 80 atau dapat dinyatakan
dengan y = 80,

X
deA=x+ym&m4:x+%.

Syarat A minimum yaitu A'= 0, maka

A=x+3,
X
A'=1-80x2

Karena A'= 0, maka 1 - 80x ~* = 0 schingga x = 45 atau x = —4/5. Karena x
bilangan real positif, maka nilai x yang mungkin adalah x = 4/5.

Substitusikan x = 45 ke persamaan y = %. Diperoleh y = B0 _N_45
Jadi, kedua bilangan real positif tersebut adalah 45 dan 4+/5.

e Y
3. Sebuah talang air akan dibuat dari sebuah plat seng dengan lebar 50 cm,

dengan cara melipat kedua sisi plat seng sama panjang. Tentukan ukuran
penampang tegak talang air tersebut sehingga talang dapat dialiri air

semaksimal mungkin!
- )

Alternatif Penyelesaian:

Ukuran penampang tegak talang air.
Misal: x = panjang sisi yang dilipat .
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Maka: p =30-2xdan [=x.
Agar talang dapat dialiri air sebanyak-banyaknya, maka luas maksimal talang
L(x) = p-l = (30-2x)(x)= 30x-2x> = —22>+30.

L'(x) = —4x+30.
0 = —4x+30.

4x = 30.
x=2=75.

Maka ukuran panjang dan lebarnya adalah
p=30-2x=30-2(7,5) = 15 cm.
l=x=7,5cm.

Jadi, agar talang dapat dialiri air sebanyak-banyaknya, maka ukuran penampang

tegak talang air tersebut adalah panjang 15 cm dan lebar 7,5 cm.

e A\
4. Suatu parabola mempunyai persamaan y = 12 - 1% Y,

Dibentuk sebuah persegi panjang yang dua titiknya

berada pada kurva tersebut, seperti pada gambar di b &
samping. Tentukan luas maksimum persegi panjang 14 B\ X
ABCD!

AN J

Alternatif Penyelesaian:
Luas maksimum persegi panjang ABCD
L(x) = pl =22y = 2x(12-2?) = 242",

L'(x) = 24-6x*>akan mencapai maksimum jika L'(x) = 0, maka

0 =24-6x2
6X? = 24.
24
x’= <
r=+V4 =42,

x = -2, maka L(~2) = 24(~2) ~2(~2)*= —48+16 = —32.
I =2, maka L(2) = 24(2) -2(2)* = 48-16 = 32.
Jadi, luas maksimum persegi panjang ABCD adalah 32 satuan luas.
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e N
5. Keuntungan produksi sebuah barang dalam suatu perusahaan dinyatakan

dengan fungsi f(x) = (225x — x%) dengan f(x) dalam rupiah dan x me-
nyatakan banyaknya barang. Tentukan jumlah barang yang harus diproduksi

agar keuntungan mencapai maksimum!
AN J

Alternatif Penyelesaian:
Diketahui fungsi keuntungan f(x) = 225z - 2% maka f'(x) = -2 + 225.

Keuntungan mencapai maksimum jika f'(x) = 0, maka -2 + 225 = 0.

_225
2

Jadi, banyaknya barang yang harus diproduksi agar keuntungan maksimum adalah
113 buah barang (dilakukan pembulatan karena tidak ada pembuatan sebesar 0,5

X =112,5.

barang).

Interaksi Guru dengan Orang Tua

Guru memberitahukan kepada peserta didik, bahwa mereka belajar di
rumah untuk mengerjakan tugas pada Buku Siswa Latihan Soal 3.1 sampai
Latihan Soal 3.5 dan Uji Kompetensi bersama orang tua atau wali murid.
Guru memberi tahu orang tua atau wali murid untuk mengingatkan,
membimbing, dan mengawasi putra-putrinya untuk mengerjakan tugas
di rumah, serta memberi paraf pada hasil kerjanya. Dijelaskan pula bahwa
yang harus dilakukan orang tua adalah membimbing, bukan mengerja-
kan tugas. Interaksi ini dapat dilakukan melalui pertemuan, sms, telepon,
grup media sosial, atau buku penghubung. Jika orang tua belum jelas cara
membimbingnya dipersilakan menghubungi guru.
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Uji Kompetensi

' Y
1. Tentukan turunan pertama dari:

a. f(x) = \/m b. g(z) — SinZZ-i-Zcosz

AN /

Alternatif Penyelesaian:

Turunan pertama dari fungsi:
a. f(x)=+dx+Jd+x.
Misal: = 4x +/4+x maka f(x)=+/4x + 4+ x dapat dinyatakan dengan

u oL

f(x)=Vu= u%, sehingga % (u%)

f'(x)=%[«/4x+@]
[di 4x+\/4+x)]

1
T
2 2u?

4r+
2\/4x+~/ [ ):|
S H
NN 2N4+x
4 + 1 1
2\/4x+\/4+x oJax+Jarx PN
= 4 + 1 .
2\/4x+\/4+x 4\/4x+\/4+x Va+x
8V4+x +1

T 4JhxiJhix AT

_ sinz+cosz
b. g(z)=nzx

Z(é(sin2+cosz)) —(Sin2+COSZ)(jZ(Z))) .

Z2

(Z(%(SinZJrcosz))—(sinz+cosz)(£(z)))

22

(2 [(%(sinz))+((%(cosz))]— [(sin2+cos 2) (d% (cosz))])

z(cosz—sinz)—(sinz+cosz) ) _ ZcoszZ—2z-sinZ—sinz—cosz
22°
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e N
2. Sejenis bakteri dapat membelah diri karena ada nutrisi untuk berkembang

biak. Seorang laboran mengamati kadar nutrisi dalam bakteri tersebut
untuk mengetahui laju perkembangbiakannya. Hasil dari pengamatan
tersebut menunjukkan bahwa kadar nutrisi bakteri mendekati fungsi

Y= csc(%x)+ 50 mg dengan x adalah waktu dalam jam. Berapakah laju

. . I
perubahan kadar nutrisi pada saat x = < ?

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui bahwa kadar nutrisi bakteri mendekati fungsi ¥ = csc(%l‘)+ 50 mg
dengan x adalah waktu dalam jam. Laju perubahan kadar nutrisi pada saat x = %

dapat dihitung dengan formula ¥ = csc(%x) +50, sehingga

. (—cscEcotE)
T 10 10 10 /)

. T
Kelajuan saat x = <

T n n2)~
v=yY _B(_CSCECOtE =11,56.

Jadi laju perubahan kadar nutrisi pada saat x = % adalah 11,56.

' N
3. Sebuah pabrik sepatu merancang pemodelan matematika yang mewakili

besarnya biaya dan pendapatan. Besarnya pendapatan dimodelkan dalam
fungsi R(Q) = -2+ 1000Q), sedangkan besarnya biaya dimodelkan dalam
fungsi ((Q) = @ - 59 + 13150Q +2000 dengan @ mewakili banyak barang
yang diproduksi dalam ribuan dan C, K dalam juta rupiah.

a. Apakah pabrik sepatu tersebut mengalami keuntungan atau kerugian?

b. Berapakah keuntungan atau kerugian maksimumnya?
A )

Alternatif Penyelesaian:
Keuntungan atau kerugian pabrik:
K(Q) =R(Q) - ((Q).
=-2Q"+1000Q - (€ - 59C* + 1315Q + 2000).
K(Q)=-@+ 57 -315Q - 2000.

K" (Q) <0, maka mengalami keuntungan maksimum.
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K" (Q)>0, maka mengalami kerugian maksimal

K(Q)=-@+57Q - 315Q - 2000.

K(Q)=-3Q+114Q - 315.

0=(-3Q+105)(Q-3).
Diperoleh, @, = 3 atau @, = 35.
K'(Q)=-6Q +114.

Pada saat Q1 =3.

K" (3)=-6(3) + 114 = 9.

Sehingga, pada saat @, = 3, K" (€) > 0 (kerugian maksimum).
Pada saat @, = 35.

K" (3) = -6(35) + 114 = ~96.

Sehingga, pada saat @), = 35, K"'(€) < 0 (keuntungan maksimal).

Pabrik sepatu akan mengalami kerugian apabila barang yang terjual () kurang
dari 3 unit dan pabrik sepatu akan mengalami keuntungan apabila barang yang
terjual (@) lebih dari 35 unit.

Besar keuntungan maksimum adalah Q = 35 unit.

K(Q) =-@+57@ - 315Q — 2000.

K(35) = —(35)° + 57(35)% = 315(35) — 2000 =13925.
Jadi, keuntungan maksimal yang diperoleh adalah 13925.
Besar kerugian maksimum adalah Q = 3 "unit" .

K(Q) = -@ + 57Q - 315Q - 2000.

K(3) = —(3+ 57(3)? - 315(3) — 2000 = 2459.
Jadi, kerugian maksimal yang diperoleh adalah 2459.

( 4. Sebuah anak panah ditembakkan secara vertikal ke udara dan jaraknya
setelah ¢ detik dalam keadaan melayang diberikan oleh: s(f) = —16£* + 80¢.
a. Berapakah kecepatan anak panah setelah 2 detik?
b. Berapa tinggi maksimum anak panah tersebut?
c.  Berapa detik setelah anak panah itu ditembakkan akan tiba di tanah?
d

Berapa percepatan anak panah tersebut?
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Alternatif Penyelesaian:

Fungsi ketika anak panah ditembakkan secara vertikal ke udara dan jaraknya setelah
{ detik dalam keadaan melayang s(£) = —16¢* + 80¢.

a. Kecepatan setelah 2 detik.
= & 5(1)= 32t +50.
V(1) = —32t + 80.
V(2) = -32(2) + 80.
=-64 + 80.
=16m/s.

Jadi, kecepatan anak panah setelah 2 detik adalah 16 m2/s.

b. Tinggi maksimum anak panah s'(¢)=-32¢ + 80.

s'(t)=0.

-321 +80=0.
80
t=—%
=2,5.

Dengan menyubstitusikan ¢ = 2,5 pada s(£) = —16¢* + 80¢, diperoleh
$(2,5) = =16(2,5) + 80(2,5).

Jadi, tinggi maksimum anak panah itu adalah 100 m.
c. Detik setelah anak panah ditembakkan akan tiba di tanah s(¢) =0.
-16t*+ 80t = 0.
164(~t+5) = 0.
Maka diperoleh , = 0 atau , = S.

Jadi, waktu yang dibutuhkan anak panah untuk menyentuh tanah adalah 5
detik setelah anak panah ditembakkan.
dVv

d. Percepatan anak panah @ ==~ = 32, schingga a(t)

Jadi, percepatannya adalah -32 m/s>.

_av

7 = 32
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Bab
4 Integral

Pengalaman Belajar !

Setelah mempelajari bab ini, peserta didik diharapkan dapat:

1. Mengidentifikasi konsep integral;

2. Menerapkan konsep integral melalui penyelesaian masalah.

Peta Konsep

Integral

Integral Tak Tentu Integral Tentu

Rumus Dasar Integral

% Aturan Integrasi Substitusi — LuasBidang

Aturan Integrasi Parsial
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Elemen kalkulus berikutnya yang akan dipelajari adalah integral. Materi ini
bertujuan agar peserta didik dapat menerapkan konsep dasar kalkulus di dalam
konteks pemecahan masalah aplikasi dalam berbagai bidang.

Pada bagian pertama, guru menjelaskan tentang integral tak tentu. Subbab
ini mengulas tentang sifat-sifat integral tak tentu, aturan integrasi substitusi,
dan aturan integrasi parsial. Pada subbab kedua, guru menjelaskan tentang
integral tentu. Peserta didik akan mempelajari tentang jumlahan Riemann,
integral tentu, sifat-sifat integral tentu, dan teorema dasar kalkulus. Untuk
subbab terakhir, guru akan menjelaskan mengenai penerapan integral. Secara
umum, bagian ini memberikan alternatif pedoman bagi guru untuk melakukan

pembelajaran integral kepada peserta didik.

Panduan Pembelajaran

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru memandu peserta didik untuk
berdoa menurut agama dan kepercayaan masing-masing. Hal ini bertujuan untuk
menguatkan salah satu elemen Profil Pelajar Pancasila, yaitu beriman, bertakwa
kepada Tuhan YME, dan berakhlak mulia. Setelah itu, guru dapat memberikan
tes diagnostik kognitif dan non kognitif kepada peserta didik. Kedua bentuk tes ini
dapat dilihat pada panduan pembelajaran pada Bab 2 materi limit dan Bab 3 materi
turunan. Pada tes diagnostik non kognitif, guru dapat menggunakan alternatif
pertanyaan yang ada pada kegiatan Ayo Mengingat Kembali yang pada materi
Lingkaran di Bab 1 Geometri Analitik. Selanjutnya, guru dapat memberikan
apersepsi kontekstual berupa berjalannya perusahaan selama masa pandemi.
Perusahaan mencoba bertahan dengan melakukan beberapa strategi. Salah
satu strateginya adalah melakukan penghematan biaya operasional perusahaan
dalam jangka waktu yang lama, misalnya dengan pembelian alat produksi. Demi
kelancaran hidup, perusahaan juga mengestimasi lama waktu yang diperlukan
perusahaan agar mendapatkan pengembalian dari harga pembelian alat produksi
tersebut.

Guru dapat menggunakan konteks lain yang dapat memberikan pengalaman
(pengetahuan) awal tentang integral. Hal ini bertujuan untuk memotivasi peserta
didik untuk mempelajari materi integral, sehingga peserta didik mulai menyadari
bahwa belajar matematika erat kaitannya dengan lingkungan dan ilmu-ilmu
lainnya, serta dapat membantu menyelesaikan berbagai masalah dalam kehidupan

sehari-hari.
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A. Integral Tak Tentu

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru diharapkan melakukan tes diag-
nostik non kognitif dan tes diagnostik kognitif. Pada tes diagnostik non kognitif,
guru dapat menggunakan alternatif pertanyaan yang ada pada kegiatan Ayo Meng-
ingat Kembali yang ada pada materi Lingkaran di Bab 1 Geometri Analitik. Tes
diagnostik kognitif diberikan kepada peserta didik pada awal pembelajaran untuk
mengetahui capaian kompetensi peserta didik, menyesuaikan pembelajaran di ke-
las dengan kompetensi rata-rata peserta didik, dan memberikan pembelajaran tam-
bahan kepada peserta didik dengan kompetensi di bawah rata-rata. Tes diagnostik
kognitif dapat dilakukan melalui tanya jawab mengenai turunan fungsi aljabar dan
fungsi trigonometri. Setelah tes diagnostik kognitif selesai, peserta didik diminta
mengingat kembali mengenai sifat-sifat turunan.

@ Ayo Mengingat Kembali -

Sifat turunan

Jika ¢ suatu bilangan tetap dan jika f(x) = ¢ untuk semua x, maka f(x) = 0.
Jika 7 bilangan bulat positif dan f (x) = 2", maka f{(x) = nx-".

S J

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 4.1

Sebelum peserta didik melakukan eksplorasi terkait dengan definisi integral
tak tentu, guru dapat membentuk kelompok yang terdiri dari 4-5 peserta didik.
Kemudian Setelah itu, guru menanyakan kembali materi lampau yapada bab
sebelumnya, yaitu sifat-sifat turunan. Selanjutnya, guru menyajikan masalah soal

yang disajikan pada Tabel 4.1
Tabel 4.1 Tabel fungsi F(x) dan f(x)

F(x)=222+1 f(x) = 4
F(x)=2x*+2 f(x)=4x
Fx)=2x*+3 f(x)=4x
Fx)=2x*-4 f(x)=4x

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XI|




F(x)=2x*-5 f(x)=4x

Fx)=2x*-6 f(x)=4x

Kemudian Guru mengarahkan peserta didik untuk menjawab pertanyaan.
Jika, F(x) = 2x* + C maka f(x) = 4.
Guru dapat memberikan arahan agar mendapatkan jawaban sebagai berikut:
1. DPada kegiatan Eksplorasi 4.1 yang telah peserta didik lakukan memberikan

turunan yang sama.

2. Jika F(x) = C, dengan C adalah anggota bilangan real maka turunan dari
F(x) = Cadalah f(x) = 0.

3. Misalkan f(x) = 2 maka F(x) = 2x + C.

Ada kemungkinan saat awal diskusi, peserta didik akan menjawab bahwa kon-
stanta hanya bilangan bulat. Guru dapat mengarahkan dengan memberikan con-
toh sebuah fungsi dengan konstanta yang bukan bilangan bulat.

Setelah melakukan kegiatan eksplorasi, peserta didik diarahkan untuk menjawab
pertanyaan Ayo Berpikir Kritis dan mendiskusikan dengan kelompok lain.

o Bagaimana bentuk umum dari /{x) apabila yang
(LX) 1o s ciis A

Bentuk umum dari F{x) apabila f(x) nya diketahui adalah F(x) = ax + C. Jika
ada pendapat yang berbeda, guru dapat memberikan contoh sederhana dan
menggambarkan grafiknya. Diharapkan peserta didik mendapat memberikan
gambaran mengenai definisi integral tak tentu.

1. Definisi Integral Tak Tentu

O\ N | D\
F)py fqv) b J @) +c
Turunan Anti turunan

Guru dapat meminta pendapat kepada peserta didik terkait dengan definsi integral
tak tentu dari beberapa definsi yang telah dituliskan pada Buku Siswa. Guru dapat
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mengarahkan pada kata kunci untuk definisi integral tak tentu yaitu turunan dan
anti turunan. Kegiatan ini bertujuan agar peserta didik dapat mengkonstruksi
pengetahuan terkait dengan definisi integral tak tentu dan penyimbolannya.

2. Sifat-Sifat Integral Tak Tentu

Integral tak tentu merupakan kebalikan dari turunan, maka peserta didik secara
berkelompok menunjukkan sifat-sifat integral tak tentu pada kegiatan Ayo Berpikir
Kreatif. Guru mengajak peserta didik untuk belajar berkolaborasi dan berpikir
kritis.

Cobalah kalian menunjukkan Sifat 4.2, Sifat
@j Ayo Berpikir Kreatif ) 4.4 sampai Sifat 4.8! Kemudian presentasikan
hasil tersebut.

Pembuktian:
Sifat 4.1 [dr=x+C.

(Guru bersama peserta didik dapat menunjukkan sifat ini)

Sifat 4.2 Jika 7 bilangan rasional dan 7 # 0, maka Ix” dx = ﬁxml +C.

Bukti:

d
G
Kalikan kedua ruas dengan ﬁ, sehingga

1 d

71
n+l
d [x + c} =x",

% n+1

"lie)=(n+1)x”.

n+1

(" +0)= S (ne1)2”.

sehingga Jx" dr = ﬁx"” +C.

Sifat 4.3 [afix)dx = af f(x)dzx, dengan ¢ adalah sebuah konstanta.
(Guru bersama peserta didik dapat menunjukkan sifat ini).

Sifat 4.4 Jika f, dan f, didefinisikan pada interval yang sama, maka

J1f (@) + f,(@)] dx = [f,(x) dx + [f,(x) dx.
Bukti:

s [ @+ [o@dz =] [ @]+ 7] Jodn |- f @)+ ().
J(f(x)+ g(x))dx = Jf(x)dx+ Jg(x)dx,
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Sifat 4.5 Jika f, dan f, didefinisikan pada interval yang sama, maka

JIf (@) - f@))dx = [£,(x) dx - [f(x)du.
Bukti:

%[_[f(ac)d:c—J.g(ac)dﬂ= %Uf(x)dx}—%“g(x)dx} F(x)-g(x).
Diperoleh '[(f(x)—g(x))dx = Jf(x)dx_Jg(x)dx

Sifat 4.6 Aturan Integrasi Substitusi.

Jika g suatu fungsi yang dapat didiferensialkan, dan 7 sebuah bi-

langan rasional, maka

[[g(x)]" g(x)dx = S[g(x)]*! + C5n = -1.
Bukti:

Misal: # = g(x)— du = g'(x) dx, sehingga diperoleh,
J[g(x)}”g'(x)dx=jundu=ﬁu +C__|:g(x)i|n+l+c,

n+1

Jadi, terbukti bahwa J‘[g(x)}ng'(x)dx = L|:(gf(.:c):|n+1 +C.

n+1

Sifat 4.7 Aturan Integrasi Parsial.

Jika u dan v fungsi-fungsi yang dapat didiferensialkan, maka

fudv=uv- [vdu.
Bukti:

de[ x)} _[“ (x)-v( )dx+‘|.v(x)-u’(x)dx.
”-x)lxx)=Ju.r-va dr+Jv;r-u'x)dx,
Ju(x)y v'(x)dae= () v(x) - [o(x)

Karena v'(x) dx = dv dan u'(x) dx = du, maka persamaan dapat ditulis
fudv=uv- [vdu.
Sifat 4.8 Aturan Integral Trigonometri
[cosxdx =sinx + C.
[sinxdr =-cosx + C.

[secixdr=tanx + C.
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Bukti:

d .
e (sinx)=cosx.

d — (< —
dx( cosx)=—(sinx)=sinx.
d A (sinx) _
x(tanx)—dx(cosx)—tanx.

Jika terdapat kesulitan yang dialami oleh peserta didik, guru dapat memberikan
bimbingan atau memberi beberapa contoh yang sesuai dengan sifat-sifat integral
tak tentu.

@ Ayo Mencoba

Aktivitas Ayo Mencoba, terdiri dari latihan soal terbimbing yang harus dilengkapi
oleh peserta didik dengan bimbingan guru. Bentuk bimbingan yaitu dengan me-
lakukan tanya jawab dan melengkapi pada bagian yang kosong pada latihan soal
terbimbing.

e A\

Latihan Soal Terbimbing 4.1
Tentukan [(x*- 2% )dx !

AN J

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan f () = x* dan f,(x) = 2°.

[(x* = x®)dx = [x* dx - [x3dx. (Sifat 4.5).
J(@' -2 )dx =t 232+ C. (Sifat 4.2).
Latihan Soal Terbimbing 4.2
Tentukan [(x® +Vx )dx !

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan £ (x) = 2°. dan f,(x) = V& = °.

[(x*+Jx )dx = [x*dx - | rdr. (Sifat 4.4).
J@+vx)dr =z C)-(Bx2+ C).

[(x® +Jx )dx =%x“* - %x% + C. (Sifat 4.2).
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@ Cek Dengan Photomath .

Guru dapat memberikan saran kepada peserta didik untuk memeriksa
jawaban yang telah peserta didik peroleh menggunakan Photomath. Hasil
yang diperoleh untuk Latihan Soal Terbimbing 4.2 adalah

4
Ly 2L L C,CER.
. J

Untuk memahami Aturan Integrasi Substitusi, selanjutnya guru memberikan
masalah soal seperti Latihan Soal Terbimbing 4.3 dan 4.4 untuk memahami
Aturan Integrasi Substitusi. Alternatif penyelesaian hasil latihan soal terbimbing
adalah sebagai berikut sudah disediakan untuk membantu guru.

( N
Latihan Soal Terbimbing 4.3
. Tentukan [Br+4dx!

Alternatif Penyelesaian:

J(3x + 4)%a’x = _[(3&: + 4)%((%)3dx) = % (Bx+ 4)%3 dx.

3

[Gr+a)idr=2-2(Gx+4) +C=2(3x+4) +C.

| =

Ve A
Latihan Soal Terbimbing 4.4

Sebuah partikel bergerak pada suatu garis lurus. Jarak tempuh suatu partikel
dinyatakan dalam $ m dari pusat pada saat ¢ detik, ¥ cm/detik adalah kecepatan
partikel saat ¢ detik, maka v = cos 2nf dengan arah positif ke kanan dari titik
pusat. Jika titik awal gerak partikel berada 5 cm di sebelah kanan titik pusat,

.. . 1 .. )
tentukanlah posisi partikel saat 3 detik kemudian!
A )

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menentukan posisi partikel saat % detik dapat dilakukan dengan

V= % = cos27t, sehingga ds = cos 2nt dt.

[ds = [cos 2xt dt.
s= % [ cos 2nt (2 dt).
S= % sin2nt + C.

Untuk f = 0 maka s = 5, sehingga S = % sin27(0) +C.

C=5s.
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Maka persamaannya menjadi § = % sin2wt + S.
Posisi partikel saat % detik adalah s = % SiHZTE(%) +5=>5,14.
Jadi posisi partikel saat % detik kemudian adalah 5,14 cm di sebelah kanan.

Setelah itu, peserta didik diberikan soal seperti Latihan Soal Terbimbing 4.5 dan
4.6 untuk memahami Aturan Integrasi Parsial. Alternatif penyelesaian latihan soal
terbimbing sudah disediakan untuk membantu guru.

e N

Latihan Soal Terbimbing 4.5

Tentukan [x sin x dx!
- J

Alternatif Penyelesaian:

[xsinxdx =x(-cosx) - [(—cosx ) dx = -x cos x +sinx + C.

' N
Latihan Soal Terbimbing 4.6
Tentukan [xv1+ xdx!

AN J

Alternatif Penyelesaian:

Jx\/1+xdx=x(%(lﬂc)%)—J%(1+x)%dx=%x(1+x)%—1—45(1+x)% +C,

@ Ayo Mencoba

Dalam kegiatan ini, peserta didik diminta untuk memecahkan masalah pada La-
tihan 4.1. Guru mengajak peserta didik untuk mengerjakan latihan soal secara
mandiri dan penuh kesungguhan. Alternatif penyelesaian telah disediakan untuk
membantu guru.

- N
Latihan Soal 4.1
1. Tentukan integral tak tentu berikut:
a. [2x7dx. b. f(i/g + %) dx.
\ ¢ [Fdx d. [Bx° - 22 dx )

Alternatif Penyelesaian:

a. _[2307 a’x=%x3 = ixg +C.
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2. Tentukan integral tak tentu berikut dengan Aturan Integrasi Substitusi
a. [ m dx.
b. [x(x?-

Viggsser (lff:lﬁ)z x.

[2sinx T+ cosx dx.

[(3x° - 2%) dx.

a o

@

\_

Alternatif Penyelesaian:
J\/é 2xdx=——'[ 6— Zx% 2x)=—%(3—x)\3/6—2x +C.

b [a(x® -9 dr =[S0 dr)= 20 4 0

4sinx 4 . 4
¢ J(1+cosx)2 dzx - j_ (1+cosx)? (—smxdx) " (l+cosx) +C

d. JZsinx\3/ 1+cosx dx =J—2\3/1 +cosx (—sinx dx) =—%(1 +cosx)Y1+cosx +C.

y'//
3. Tentukan:
a. [x(5x2-3) dx.
b. [x cosxdx.
c. [xx1-xdx.
o d f6x?sin® x dx.

Alternatif Penyelesaian:

2 )8
a [x(5z’=3) dr = [ 5527 -3) (10xdx) =20

b. chosxdx =xsinx— Jsinxdx =xsinx+cosx+C.

c. [2?1I=zdr=-2(1-x)1-z+1(1-2)VI—2-2(1-2)V1-Z2 +C.

- N

d. Jéxzsin3xdx=(l4—6x )cosx+(3x ——)cos x+12xsinx+2xsin’ x+C.

3
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p
4. Volume air dalam bejana adalah V meter kubik jika ketinggian air adalah
h meter. Jika kecepatan perubahan V terhadap / adalah n(4/4%+12/+9),

tentukan volume air jika tinggi bejana 3 meter!
- )

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan volume air jika tinggi bejana 3 meter jika dan kecepatan perubahan V'

terhadap / adalah w(44*+124+9), maka,

av
dh

dV =z (4h*+12h+9)dh.
[dV =x[(4h*+12h+9)dh.

= 1 (402+12h+9).

V(h) = n[2h +6h>+9h)+C.

Untuk menentukan nilai koefisien C, ambil sebarang nilai h. Misalkan saat & =
0, maka V(%) = 0, sehingga C = 0. Dengan menyubstitusikan /2 = 3, diperoleh
bahwa

V(h)=n| £1° +6h> +9h |=| £(3)° +6(3)* +9(3) |=117m.

Jadi, volume air jika tinggi bejana 3 meter adalah 1177 meter.

5. Dalam sepuluh hari pertama pada bulan Desember, sebuah sel suatu |
tanaman bertumbuh sedemikian rupa sehingga pada ¢ hari sesudah tanggal 1
Desember volume sel itu bertambah dengan kecepatan (12 - £)~* mikro meter
kubik tiap hari. Jika pada tanggal 3 Desember volume sel itu adalah 3 mikro
meter kubik, berapakah volume sel pada tanggal 8 Desember?

J

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan banyak volume pada 8 Desember.

W = (12 )=
d V— dt
2~ )
1
fav-f (17
V= E +C. Karena pada 3 Desember volume sel itu adalah 3 um?, maka
29 129
V2)=3dan C=71;. V(O)ZE-"B'
Jadi, pada tanggal 8 Desember (¢ = 7) volume tanaman V(7)_T7 + T5=3,1umd.
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B. Integral Tentu

Sebelum menyampaikan materi tentang integral tentu, guru diharapkan
melakukan tes diagnostik kognitif terlebih dahulu untuk untuk mengetahui
capaian kompetensi peserta didik sebelum memperoleh materi ini. Tes diagnostik
kognitif dapat dilakukan dengan tanya jawab berkaitan dengan materi integral
tak tentu dan luas persegi panjang. Guru dapat memberikan pertanyaan terkait
integral tak tentu dan sigma.

1. Jumlahan Riemann

Guru mengajak peserta didik mengingat kembali tentang

-
@ Ayo Mengingat Kembali JSgPe persegi panjang = p x [.

‘ Yo A=A +A +A+A+A,

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 4.2

Sebelum membahas Eksplorasi 4.2, guru membagi peserta didik menjadi beberapa
kelompok yang terdiri dari empat orang. Setiap kelompok akan mempresentasikan
masalah yang ditemukan dalam Eksplorasi 4.2. Guru menginstruksikan peserta
didik untuk membuat setengah lingkaran dari kertas yang berjari-jari 12 cm.
Setelah itu, peserta didik membaginya menjadi persegi panjang dengan panjang
yang sama, dan menempatkannya di kuadran Kartesian L. Setelah itu, peserta didik
diminta untuk mengisi Tabel 4.2 dan menjawab pertanyaan.

Tabel 4.2. Alternatif Jawaban untuk Kegiatan Eksplorasi 4.2

Banyaknya Partisi/Potongan yang Digunakan 6

persegi panjang ke- 1 panjang 2
lebar 3,25
luas 6,5
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Banyaknya Partisi/Potongan yang Digunakan 6

persegi panjang ke- 2 panjang 2
lebar 5,1
luas 10,2
3 panjang 2
lebar 5,9
luas 11,8
4 panjang 2
lebar 5,9
luas 11,8
persegi panjang ke- 5 panjang 2
lebar 5,1
luas 10.2
6 panjang 2
lebar 3,25
luas 6,5
Luas total 57

Pada kegiatan ini, setengah lingkaran dipartisi menjadi 6 bagian. Peserta didik dapat
mempartisi lebih banyak lagi. Setiap kelompok mempartisi dengan jumlah yang
berbeda-beda. Setelah itu guru memberikan ruang untuk berdiskusi mengenai

hasil yang diperoleh peserta didik.

Ayo Berdiskusi

\‘ Diskusikan dengan teman/kelompok lain apakah hasil yang diperoleh sama? ‘

@ Ayo Berpikir Kritis }

L Mengapa hasilnya berbeda?

Guru dapat menstimulus pemikiran peserta didik dengan pertanyaan pemantik
seperti, “Mengapa jawaban yang diperoleh setiap kelompok berbeda?”. Guru
mengajak peserta didik untuk berani menyampaikan pendapatnya. Di bagian
akhir tanya jawab, guru menyampaikan bahwa hasil yang diperoleh dapat berbeda
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dikarenakan banyaknya partisi yang digunakan pada setiap kelompok berbeda,
yang mengakibatkan luas pada setiap persegi panjang berbeda. Pada hasil diskusi
ini, guru dan peserta didik diharapkan memberikan kesimpulan bahwa Jumlahan
Riemann berbentuk:

Yo f(x)Ax, = Ax )Ax, + [x )Ax, + ... + (T ,)Ax,.
dimana /(Z,)Ax, = A;

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan kelompok yang sudah
dibentuk pada kegiatan Eksplorasi 4.1. Guru dapat menggunakan beberapa contoh
seperti Contoh Soal 4.4 untuk memahami Jumlahan Riemann. Selanjutnya, setiap
kelompok diberikan soal seperti Latihan Soal Terbimbing 4.7 dan 4.8. Apabila
jumlah kelompok yang dibentuk lebih dari 2 kelompok, guru dapat menambahkan
bentuk masalah dengan mengadaptasi Latihan Soal Terbimbing 4.7 dan 4.8. Setelah
selesai mendiskusikan masalah, perwakilan kelompok dapat mempresentasikan

hasil diskusi.

N

p
Latihan Soal Terbimbing 4.7
Misalkan diketahui suatu fungsi f{x) = x* pada interval [0,3]. Tentukan
jumlahan Riemann dengan cara mempartisi interval [0,3] menjadi 6 sub interval
sama panjang dan titik wakilnya menggunakan titik ujung kiri tiap sub interval!

\ J

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menentukan Jumlahan Riemann fungsi f{x) = x> dengan 6 sub interval
pada interval [0, 3], maka dibuat grafik fungsi f(x) = 2* pada interval [0, 3], seperti
pada Gambar 4.1.

Untuk

Y y=f(z)=a*

maka f(x)) = 1. |

x,=2,5 maka f(x,) = 6,25. 7l7|7
maka f(x ) = 9. 1 2 3 *

Gambar 4.1. Grafik Fungsi f(x) = x*
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Karena lebar sub interval sama, berarti Ax = %

= % untuk setiap 7 = 1,2,...,6.
Jadi, Jumlahan Riemann dari f{xr) = 2? pada interval [0, 3] dengan 6 sub interval

adalah
Y f(®) Ax;= AZ,)Ax, + AT)A, + .. T )AL,

i=1
Y f(®) Ax;= (7)) + AT,) + AZ) + fE,) + AT, + AZ ) )Ax.
=(0,25 + 1 +2,25 + 4+ 6,25 + 9)(3)=11,375.

Sebelum masuk pada Latihan Soal v,

Terbimbing 4.8 guru dapat memberikan y = f(z)
ilustrasi seperti pada Gambar 4.2.
Jika terdapat luasan di atas sumbu X + +
» X

(berwarna biru) dan di bawah sumbu —T, b
X (berwarna kuning) maka jumlahan
Riemann dapat ditentukan dengan

luas persegi panjang biru dikurangi luas Gambear 4.2. Grafik Fungsi /() = y
persegi panjang kuning.

e N

Latihan Soal Terbimbing 4.8

Misalkan diketahui suatu fungsi f(x) = £’~4x+3 pada interval [0,4] dengan
grafik seperti Gambar 4.6. Tentukan Jumlahan Riemann!

Alternatif Penyelesaian:

Untuk dapat menentukan jumlahan Riemann fungsi f(xr) = x*~4x+3 pada interval
[0,4] kita mempartisi menjadi 4 sub interval. Pada grafik sudah ditentukan untuk
nilai X .. Dengan demikian diperoleh,

‘f(fl) = 1,25, Y
f(fz) =-0,75, ! flz)=a 4z +3
Ax,)=-1,dan ;
Az)=1.2s. Z
Karena lebar sub interval tidak sama, berarti Ax
pada masing-masing partisi kita tulis ! /
Ax =0,7,Ax,=1,Ax,=1,dan Ax, = 1,3. of Y ol .
Jadi jumlahan Riemann dari f(x) = 1>-4x+3 \\ \//
pada interval [0,4] adalah 4,25. '

Gambar 4.3. Grafik Fungsi f(x) = x*—4x+3
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@ Ayo Mencoba

Dalam kegiatan ini, peserta didik diminta untuk memecahkan masalah pada
Latihan 4.2.

P
Latihan Soal 4.2

1. Diketahui suatu fungsi f(x) = 2 + x pada interval [0,2]. Tentukan Jumlahan
Riemann dengan menggunakan 4 sub interval sama panjang dan titik
wakilnya menggunakan titik ujung kiri tiap sub interval!

AN /

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan jumlahan Riemann dengan meng- y "
gunakan 4 sub interval sehingga Ax = 0,5 dan A (@//%
titik ujung kiri pada setiap sub interval sebagai 7%
titik wakil pada fungsi f(x) = 2+x dengan interval 3 77
[0,2] adalah sebagai berikut. 7
Dengan menyubstitusikan nilai /
x ke fix,)=2+x,diperoleh, 1
7,=0,5 maka f(0,5) = 2,5.
7,=1 maka f(1)=3. I

=15 makaf(l 5) =35 Gambar 4.4. Grafik Fungsi [x)=2+x
3 b b bEd
r,=2 maka f2)=4

Jadi, jumlahan Riemann dari f{x) =2 + x pada
interval [0,2] adalah 6,5.

p
2. Diketahui suatu fungsi () = (2 — x)* pada interval [0,2]. Tentukan
Jumlahan Riemann dengan menggunakan 6 sub interval sama panjang dan

titik wakilnya menggunakan titik ujung kiri tiap sub interval!
AN J

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan jumlahan Riemann dengan menggunakan 6 sub interval sama panjang
sehingga Ax = % dan titik ujung kiri sub interval sebagai wakil setiap titiknya pada
fungsi f{x) = (2 - x)* pada interval [0,2] adalah dengan menyubstitusikan nilai x,
ke f(x;) = (2-x,)* sehingga diperoleh,
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v

7,=1 makafi})=2 .
3?2:% makaf(%)zg—é. \i
r,=1 makaf(1)=1. 4
54:§ makaf(%) = % 3
55:% makaf(%)z%. 2
r,=2 makaf(2)=0. 1

Jadi, jumlahan Riemann dari f{x) =

(2 - x)* pada interval [0,2] adalah % . b0 !

3 4

Gambar 4.5. Grafik Fungsi f(x) = (2—x)?

Ve

3. Misalkan f(x) = 2>+ x adalah fungsi pada interval [1,4]. Tentukan Jumla-

~

han Riemann dengan menggunakan 6 sub interval sama panjang dan titik

wakilnya menggunakan titik ujung kiri tiap sub interval!

NG

)
Alternatif Penyelesaian:
Menentukan jumlahan Riemann dengan
menggunakan 6 sub interval sama panjang 4
schingga Ax = 0,5 dan titik ujung kiri sub [ fl@) =2+
interval sebagai wakil setiap titiknya pada fungsi 20

flx) = 2*+ x pada interval [1,4] adalah dengan
menyubstitusikan nilai x, ke AZx) = r, *+ T,
diperoleh,

Z,=1,5 makaf(1,5)=2.
r,=2 makaf(2) =e. )
T,=2,5 makaf(2,5)=2.
x,=3 makaf(3) =12.
7,=3,5 makaf(3,5)=<.
x,=4 makaf{(4) =20.

> X

Gambar 4.6. Grafik Fungsi f{x) = x*+.

: . . . 268
Jadi, Jumlahan Rieman dari f{xr) = 2+ x pada interval [1,4] adalah <.

‘ 4. Tentukan jumlahan Riemann seperti pada Gambar 4.7
S
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\f(x) = _2r+4

0f o5 1152 i

[
1
|
1

0,7 |
[
|

-2 I
1

Gambar 4.7. Grafik Fungsi f(x) = -2x+4

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan jumlahan Riemann pada fungsi

fx) =

—-2x+4 dengan interval [0,4] adalah

dengan menyubstitusikan nilai x; ke f() =
-2 ++4 diperoleh,

=05
32: 15
T,=2,5
Z,=35

maka f{0,5) = 3.
maka f(1,5)= 1.
maka f(2,5) = -1.
maka f{3,5) = -3.

Jadi, jumlahan Riemann dari f{x) = -2x+4
pada interval [0,4] adalah 8.

-
S. Misalkan f(x) = % adalah fungsi pada interval [1,3]. Tentukan Jumlahan
Riemann apabilax = -1, x,= 1%, x,= 2%, x,= 2%, x, =3,
x,=13 Z,=2, ¥,=23, danT,= 23! )

_

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan jumlahan Riemann adalah sebagai berikut:.

Substitusikan nilai x, ke f(fl) =

3?1=% makaf(% =§.
x,=2 makaf(2)= %
= _5 Sy 2
I?’—z makaf(z =3
~_1 1y _ 4

= makaf(4)—11.

dan lebar setiap sub intervalnya adalah

Az, _1%— 1=

Az, _2l—12=

3
7
12
2 S
Ax,=2%2-21-2.

2 1
Az, =3 -23=1.

Jadi, jumlahan Riemann dari f{x) =

L

L maka diperoleh,
x.

1469
T d1h1320
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2. Integral Tentu

Guru meminta setiap kelompok yang telah dibentuk pada kegiatan Eksplorasi 4.2
untuk mempartisi menjadi lebih kecil lagi sehingga persegi panjang yang terbentuk
akan semakin banyak. Peserta didik menghitung jumlah persegi panjang yang
terbentuk dan menanyakan apakah hasilnya sama. Apakah semakin dekat dengan
area sebenarnya? Hasil yang diperoleh akan berbeda dengan yang diperoleh pada
Eksplorasi 4.2 karena jumlah partisi yang digunakan lebih banyak. Semakin banyak
partisi yang digunakan, semakin dekat area sebenarnya. Guru mengatakan bahwa
untuk mencari luas juga dapat dilakukan dengan integral.

Untuk memahami integral tentu, guru dapat menggunakan beberapa contoh
seperti Contoh Soal 4.5. Selanjutnya, peserta didik diarahkan untuk mengerjakan
Latihan Soal Terbimbing 4.9 dan 4.10 secara berkelompok. Guru mengajak peserta
didik untuk berpartisipasi aktif dalam kelompok.

e

Latihan Soal Terbimbing 4.9

Diketahui fungsi f{xr) = 27 tentukan integral tentu dari f(x) pada interval [0,3]
atau Jj x’dx!

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menentukan integral tentu dari fungsi f{x) = x> pada interval [0, 3],
makahal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan Jumlahan Riemann
dari fungsi f(x) = x> dengan 7 sub interval pada interval tersebut. Oleh karena itu
perlu ditentukan sebagai berikut.

a. Panjang masing-masing sub interval.

Interval yang diketahui adalah [0,3] dan dipartisi menjadi bagian yang sama, maka
30 _3 yntuk setiap ¢ = 1,2,3,...,7.

n o n
b. Titik wakil pada masing-masing sub interval (Z;)

Perhatikan batas paling kiri. Batas paling kiri pada latihan ini adalah 0 dan batas
paling kanan adalah 3, maka

T,=0+Ax,=0+1.2=12
n n
T,=0+Ax,=0+2-2=2.2
n n
T,=0+Ax,=0+3-2=32,
. n n

T =0+Ax =0+n-2=n2
n n n n
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2
Setiap fungsi f(x) = x?*padainterval [0,3] dapat diwakilkan oleh f (r;)= (Z : %) =—

Dengan demikian jumlahan Riemann-nyanya adalah

> F(E)AL, =T )Ax, + (T )AL, + ... + fiT,)Ax

Karena sub interval pada interval [0,4] sama, maka jumlahan Riemann pada fungsi
Sx) =a? untuk interval [0,4] adalah

i fE)Ar =Y f(T)A.

Karena lim f{x ) Ax; disebut integral tentu pada interval [0,3] dan ditulis

n—ye0

J.: f(x)dx, maka

3
2 . n no9i* (3 nooa7i*

x dx = lim E . x Ax = lim E —(—)— lim E
J‘O d N—>o0 1=1 ) N—>o0 =1 n? \n =1 n3

n—so0
n 302
= lim Zz i = lim 2 (” +”—+ﬁ).
N—>o0 3 e=di=1 n—eop3\3 2 6

= lim (9+£+£)=9.
Vi—>o0 2n 6n
]ad1 integral tentu dari f{x) = x> pada interval [0,3] atauj x’dx adalah

_[x dac—hmztZl (x)Ax=9.

‘ N
Latihan Soal Terbimbing 4.10
Diketahui fung51 f(x) = x°-4x+3, tentukan integral tentu dari f{x) pada interval

[0, 4] atauj x*—4x+3)dx!
N J

Alternatif Penyelesaian:

Untuk menentukan integral tentu dari fungsi f(x) = x?~4a+3 pada interval [0,4],
hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan jumlahan Riemann dari
fungsi flx) = x*~4x+3 dengan 7 sub interval pada interval tersebut. Oleh karena
itu Jumlahan Riemann adalah

a. Panjang masing-masing sub interval.

Interval yang diketahui adalah [0,4] dan dipartisi menjadi bagian yang sama, maka

470 =% 4ntuk setiap 7 = 1,2,3,...,%.

b. Titik wakil pada masing-masing sub interval (,)

Perhatikan batas paling kanan. Batas paling kiri pada latihan ini adalah 0 dan batas

paling kanan adalah 4, maka
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2 2
T,=0+Ar,=0+3 %=
T =0+Ax =0+n-4=p%
n n n

sehinggasetiap fungsidapatdiwakilkanoleh /()= (Z : %)— 41-—+3= Lo 16, 3

Dengan demikian Jumlahan Riemann adalah

zl J(&)Ax; = AT )Ax, + Z,)Ax, + T )Ax, +.... + (T )Ax,.

Karena Ax sama, maka menjadi
n — n —
Zi=1f(xi)Axi - Zi=lf(xl.)Ax.

Karena lim f(x;) Ax;disebut integral tentu pada interval [0,4] dan ditulis

Nn—roo

j:(ac2 —4x+3)dx , maka
f:(ac2 —4x+3)dx = lim Zn_ (x)Ax.

= lim z (16l —' )(é)
N—>o0 1=1 n n)*
_ lim z (642 641 12)
s mdiz i\ w3 w2 ")
64 . 64 . . 12 n
= lim 2 22— 1im <YY" i+ lim —2. 1.
n—co N3 =1 N—seo N2 1=1 n—oo N =1

= lim 64(—+n—2+6) lim 64(7+6) lim 12(n).

n—e M3\ 3 2 N—>o0 n> n—oo N
. 64 32 64 . 32 .

= lim ———+—)— lim (32+—)+ lim 12.
n—e \ 3 n o 6n? N—>00 n N—>00

64 4
=?+0+0—32+12=§.

Jadi, integral tentu dari f{x) = 2’-4x+3 pada interval [0,4] atau '[:(xz —4x+3)dx
adalah|) (22 ~4+3)dz = lim 3" f(T)AT=5

Setelah selesai mengerjakan Latihan Soal Terbimbing 4.9 dan 4.10, guru
mengarahkan peserta didik untuk berdiskusi pada kegiatan Ayo Berpikir Kreatif.
Guru memberikan sebuah fungsi kemudian peserta didik menentukan integral
menggunakan panjang sub interval yang tidak sama. Setelah selesai, hasil dapat
didiskusikan bersama-sama.
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:@) Ayo Berpikir Kreatif ) Bagaimana jika sub intervalnya tidak sama?

Guru dapat mengarahkan dengan memberikan contoh fungsi, interval, dan
sub interval, baik yang sama ataupun interval yang tidak sama. Hasil yang dipero-
leh akan memberikan selisih yang cukup kecil apabila banyaknya partisi yang digu-
nakan semakin banyak.

@ Ayo Mencoba

ada aktivitas Ayo Mencoba, guru dapat mengarahkan kepada peserta didik untuk
memahami cara menentukan integral tentu dalam menyelesaikan soal yang ada
pada Latihan Soal 4.3. Guru mengajak peserta didik untuk mengerjakan soal secara
mandiri dan sungguh-sungguh. Alternatif penyelesaian sudah tersedia untuk
membantu guru.

Latihan Soal 4.3
1. Diketahui fungsi f(x) = 2+x pada interval [0,2]. Tentukan integral tentu
dari f(x) = 2+x pada interval [0,2] atauj (2+x) dx!

g )

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan integral tentu f{x) = 2+x pada interval [0,2] adalah sebagai berikut:

i 2z tim 31 A@)az - lim X (24 2)2)- lim 7 (2435).
= LIE.} (Zl in zn 1%)= LEE (§2?=11+i22?=1i )

= lim (%(n)+%(n(z+l))) = lim (4+2+ ) 6.

N—>o0

2. Diketahui fungsi f(x) = (2-x)? pada interval [0,2]. Tentukan integral tentu
2
dari f{x) = (2-2)* pada interval [0,2] atau [ (2-x)* dur!

g )

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan integral tentu f(x) = (2-x)* = 4-4x+x* pada interval [0,2] adalah
sebagai berikut:
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J (4—4x+x%)dr = l1m2 fxl)

i (4-4<%>+<2—;>2)<—> - i X (3165,
Y PYIREEE) YARESL) Y]]

~ lim (%(n)_;_g(n(z?l)) %( (n+1)62(n+1))).
(

4 N
3. Diketahui fungsi f(x) = x*+x pada interval [1,4]. Tentukan integral tentu

dari f(x) = x*+x pada interval [1,4] atauj (x*+x) dx!
NG )

Alternatif Penyelesaian:

J.f(xz +x)dx = lim z:llf(fi)Ax.
2
- tim 7 (&) +(3)+2) () - tm 20 (25 2).
= }}33( 2721 1 %ZZl“ﬁzill)'

- lim ( 27 ( n(n+1)(2n+1) )+ Z( n(n+1) )+ %(%)) '

n—=e \ 53 6 n? 2

- lim (S7n +54n+9) 57

2m? 2"

n—eo

- ™
4. Diketahui fungsi f(x) = x>~ x + 4 pada interval [0,4]. Tentukan integral
4
tentu dari f(x) = 2>~ x + 4 pada interval [0,4] atau IO (x*—x + 4)dx!
9 )

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan integral tentu f(x) = 2>~ x + 4 pada interval [0,4] adalah sebagai
berikut.

f:(xz—x+4)dx = lim ZZ . f(x)Ax.
- lim 2?_1((%)2—(2’) 4)(3)= tim 2 (S5
= lim (?211{2 n an- 1621 1 )

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XII




_ lim (_(n (n+1)( 2n+1)) ( n(n+l) ) 76(%))

N—o0

= lim ( +ﬁ+_64)_§_
n—e \ 3 n o 6n’ 3

4 N
S. Diketahui fungsi f{x) = x*+4x+5 pada interval [1, 4] Tentukan integral

tentu dari f(xr) = 2>+42+5 pada interval [1,4] atauj (x*+4x+5) dx!
NG )

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan integral tentu f{x) = x*+4x+5 pada interval [1,4] adalah sebagai
berikut.

f14(x2+4x+5) dx = lim Zln_ f(x)Ax.
= tim 37 (1050 ) (3)= tim 37 (5 i 50?).
= lim (237 153 e 23 )

~ lim (30 54 n(n+1))+ ( (n+1)(2n+1)))
n? '

n—e \ 7 6

— lim (66+— 27 —)—66.

n—oo 27[2

3. Sifat-Sifat Integral Tentu

Selain dengan jumlahan Riemann yang telah dipelajari, secara berkelompok peser-
ta didik juga dapat menunjukkan sifat-sifat berikut.

:@) Ayo Berpikir Kreatif ) Cobalah kalian tunjukkan sifat 4.11 sampai si-

fat 4.14, kemudian presentasikan hasil tersebut.

Sifat 4.9  Jika fungsi f dapat diintegralkan pada interval tertutup [@,0], maka
j F(x)dx =0.

(guru dan peserta didik bersama-sama berdiskusi menunjukkan sifat ini).

Sifat 4.10 Jlka fungsi f dapat diintegralkan pada interval tertutup [@,0], maka
j f(x)dx = jb f(x)dz.

(guru dan peserta didik bersama-sama berdiskusi menunjukkan sifat ini).
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Sifat 4.11 Jika fungsi f dapat dnntegralkan pada interval tertutup [a,0], dan jika

k sebarang konstanta, maka '[ [kf (x):ldx —kj f(x)dx.
Bukti:

Karena f dapat diintegralkan pada [@,0] dan lim 2 f(x,)Ax;ada, maka

[Ax]—0

menurut sifat 4.3 diperoleh ulilulloz kf(x)Ax, =k lim Zl,:lkf (x)Ax

laz]—0
Jadi, [ kf (@)dz =k [ f(z)dx.
Sifat 4.12  Jika fungsi f dan g data diintegralkan pada [a,b], maka f + g dapat
diintegralkan pada [@,0], schingga

_[:I:f(x) + g(x)]dx ='[: f(x)dx + ng(x)dx.
Bukti:

[T F(x)+ g()]dx - gl&Zf:l[ F(@)+8(F) Az,
= lim l:z;f(fi)Axi +Z;g(fi)Axi} .

I1Po
= lim r;)Ax. + lim xi)Ax. .
HP\POZ " IPo '

= L f(x)dx+ L g(x)dx

Sifat 4.13 Jika fungsi f dan g data diintegralkan pada [@,0], maka f + g dapat
diintegralkan pada [@,b] schingga

[Tf@)-g@)]de =] faydz- ] g(x)da.

Bukti:
J, [ g@]dz= lim 37 [ f x)+g(fi)]Axl..
_|}31\r}£>102 [ g(fi):IAxi'
=||gr£o[2f=1f( AL, +H};‘g}02 xl)AIi]
_IIE\E}OZ (Z)AZ;+( l)u}al\gloz )8(Ti)AL;.

_ j f(x)dx+(-1) j g(x)dz.
- Lbf(x)dx— ng(x)dx .
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Sifat 4.14 Jika fungsi f dapat diintegralkan pada interval tertutup yang memuat
tiga buah bilangan a,0, dan ¢, tidak tergantung pada urutannya, maka

.[f(x)dx Jf(x)dx+J f(x)dx.

Perhatikan grafik seperti pada Gambar 4.8. Pada
grafik y = f() di Gambar 4.8, terdapat daerah
di bawah f(xr) dengan luas dari a ke ¢ ditambah

dengan luas dari ¢ ke b yang sama dengan luas

X total dari @ ke b, schingga dapat disimpulkan

0f a c

b c b
Gambear 4.8. Grafik Fungsi y = f(x) L f(x)dx =L f(x)dx + L f(x)dx.

4, Teorema Dasar Kalkulus

Guru menjelaskan Teorema Dasar Kalkulus I dan Teorema Dasar Kalkulus II
kemudian meminta peserta didik mempelajari Teorema Dasar Kalkulus I dan

Teorema Dasar Kalkulus IT secara berkelompok.

Teorema Dasar Kalkulus | !
Misalkan fungsi fkontinu pada selang tertutup [a,b] dan misalkan x j

sembarang bilangan di dalam [g,5]. Jika fungsi F'adalah fungsi yang
didefinisikan oleh F(x)= J'l f(x)dx maka F'(x)= f(x)

Bukti:

Jika x dan x+/ berada pada interval [@,0], maka
Ra+h)-Fzx) j F@)dt- j F@)dt.
=(j F)dt+ L f t)dt)— jx Ft)dt = j;h f@)dt.

+h
Untuk & # 0, maka 0 -4 (5 fy e (1).

Jika diasumsikan untuk # > 0, f kontinu di [x, x+/], pada sifat nilai ekstrim
dikatakan bahwa # dan v di [x,x+/] misalnya f(#) = m dan A(v) = M, dimana
m dan M memiliki nilai minimum dan maksimum pada fdi [x, x+h]. Dengan
memperhatikan Gambar 4.9, diperoleh bahwa mh < j f (t)dt< Mh.

Dapat pula dinyatakan dengan f{u)h < L S dt < [v)h.
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Dengan membagi persamaannya dengan £, Y Y= (%
diperoleh bahwa - ‘( T
Ay <t [ FO At SAD) o 2)
Substitusikanlah persamaan (1) ke persamaan M
(2), maka diperoleh m
Fat) S FEDED L f0) (3) -
Persamaan (3) dapat digunakan untuk
0 Tu v=xth

menunjukkan /<0 (dapat peserta didik coba
sendiri). Gambar 4.9. Grafik Fungsi y = f(x)
Untuk #—0. Maka #—x dan v—x, dimana %

dan v berada diantara x dan x+/%, karena itu

E{)%f(u) = }ti_fgf(u) = f(x) dan

}}g}f(v) = lei_Ifxlf(U) = /().

Karena f kontinu di x dapat disimpulkan bahwa F"(x) = ).

Guru dapat menggunakan beberapa contoh seperti Contoh Soal 4.6 untuk
memahami Teorema Dasar Kalkulus L.

Teorema Dasar Kalkulus Il
Misalkan fungsi f* kontinu pada selang tertutup [@,6] dan misalkan F'

suatu fungsi sedemikian hingga F'(x) = f(x).
Untuk semua x di dalam [a,b], maka'[hf(x)dx= F(b)- F(a)

Bukti:

@ Ayo Mengingat Kembali

t Masih ingatkah kalian tentang fungsi kontinu pada materi Limit? J

Jika f kontinu pada semua titik di dalam [a,b], dengan melihat Teorema Dasar
Kalkulus I dan Sifat 4.1 diperoleh g(x) =fo(t) dt + k, dengan k suatu konstanta.
Dengan mengambil x = b dan x = @ berturut-turut, maka diperoleh

GOV =[O At 4k (4) dan

g@=[ A dt+k (5)

Dari (4) dan (5), diperoleh g(b) - g(a) = Lbf(t) dt+k- | f)dt.
Karena j:ﬂt) dt = 0, maka Lbf(t) dt = g(b) - g(a).
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Guru dapat menggunakan beberapa contoh seperti Contoh Soal 4.7 untuk me-
mahami Teorema Dasar Kalkulus II. Peserta didik diarahkan untuk menyelesaikan
Ayo Berpikir Kreatif.

@: Ayo Berpikir Kreatif ) Cobalah kalian menemukan cara lain untuk
J menyelesaikan Contoh Soal 4.6 dan 4.7!

Caralain yang dapat digunakan peserta didik untuk menyelesaikan contoh soal
4.6 adalah dengan mengintegralkan fungsinya terlebih dahulu kemudian hasil dari
integralnya diturunkan terhadap x jika fungsi yang digunakan memiliki variabel x.

Cara lain yang dapat digunakan Contoh Soal 4.7 adalah dengan mengintegral-
kan fungsinya bersama terlebih dahulu kemudian menyubstitusikan batas atas dan
batas bawahnya. Selanjutnya, mengurangkan nilai substitusi batas atas dengan nilai
substitusi dari batas bawah.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan beberapa contoh se-
perti Contoh Soal 4.6, 4.7, dan 4.8 untuk memahami Teorema Dasar Kalkulus
I dan II. Guru membagi peserta didik menjadi beberapa kelompok. Selanjutnya,
setiap kelompok diberikan soal seperti Latihan Soal Terbimbing 4.11 dan 4.12.
Apabila jumlah kelompok yang dibentuk lebih dari 2 kelompok, guru dapat me-
nambahkan bentuk soal dengan mengadaptasi latihan soal terbimbing. Setelah se-
lesai mendiskusikan masalah, perwakilan dari kelompok dapat mempresentasikan

hasil diskusi.

e

Latihan Soal Terbimbing 4.11
Tentukan %[J‘: (4+1%)dt }!

NG

Alternatif Penyelesaian:

Dengan notasi dari pernyataan Teorema Dasar Kalkulus I yaitu /7(x) = J.ab f(t)dt
diperoleh F{x) = f:(4 +1°)dt, sehingga f(t) = 4+t°dan @ =0,b=2.

Selain itu dari Teorema Dasar Kalkulus I menyatakan bahwa F'(x) = f(x) , jika
S(t) = 4+1° maka f(x) = (4+x°).

Jadi, %j:[(m 1)dt |= 4+
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Latihan Soal Terbimbing 4.12

Tentukan panjang lintasan yang ditempuh oleh sebuah objek yang bergerak de-

\ngan kecepatan v(f) = (5—t) cm/detik dari ¢ = 0 detik sampai ¢ = S detik! )

Alternatif Penyelesaian:

Panjang lintasan yang ditempuh oleh sebuah objek yang bergerak dengan kecepatan
5

0(t) = (5-t) cm/detik dari £ = 0 detik sampai f = S detik s = IO v(t)dt adalah sebagai

berikut.

u(t) = jj(s-t)dt =(5t—§t2)‘z =25-2=2,

Jadi panjang lintasannya adalah ?.cm.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan beberapa contoh seperti
Contoh Soal 4.9 untuk memahami sifat integral dan teorema dasar kalkulus. Guru
membagi peserta didik ke dalam beberapa kelompok. Selanjutnya, setiap kelompok
diberikan masalah seperti Latihan Soal Terbimbing 4.13 dan 4.14. Apabila jumlah
kelompok yang dibentuk lebih dari 2 kelompok, guru dapat menambahkan
bentuk masalah dengan mengadaptasi latihan soal terbimbing. Setelah selesai
mendiskusikan masalah, perwakilan kelompok dapat mempresentasikan hasil

diskusi.

P
Latihan Soal Terbimbing 4.13
Tentukan [ (3-2z + 2%)dx!

\_ )

Alternatif Penyelesaian:
Jj(3—2x+x2)dx =J‘;3dx—‘[032xdx+ ijz dzx.
= 3J§dx—2j§xdx+ ijz dx.
=3(@), 232" ) +(52°)

9.

~3(3-0)—(9—-0)+(9-0)
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Latihan Soal Terbimbing 4.14

Tentukan ijz (x’ +1)dx!

AN

Alternatif Penyelesaian:

Jika g suatu fungsi yang terdiferensiabel, dan 7 sebuah bilangan rasional, maka
J[g(x)]ng'(x)dx = ﬁl:g(x):lmu C ; n#-1, dengan manipulasi aljabar diperoleh:
g (x) =2%+1.
g'(x) =3x*dx.
%g’(x) =x*dx.

Sehingga soal dapat ditulis kembali menjadi,

JOZ x*(x’ +1)dx = foz g(x)(3)g'(x)dx.

= Jj(x3 + 1)((%)3.1‘2611‘) .
-1 jj((f +1))3x2dx).
=@ +17 Jo= 2l 80-1]=%-

Peserta didik diarahkan untuk menyelesaikan kegiatan Ayo Berpikir Kreatif agar
peserta didik dapat mengembangkan diri dengan memberikan jawaban dengan

cara yang berbeda.

Dapakah kalian menyelesaikan Latihan Soal
:@) Ayo Berpikir Kreatif ) Terbimbing 4.13 dan 4.14 dengan model ja-

waban yang lain?

Cara lain:

Latihan Soal Terbimbing 4.13

. Tentukan J-3(3 —2x +x%)dx!
N 0

Alternatif Penyelesaian:

3 3
ﬁ)(3—2x+x2)dx=[3x—x2+§x3] =9.
0
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Latihan Soal Terbimbing 4.14

2
‘ TentukanJ. (2’ +1)dx!
\ 0

Alternatif Penyelesaian:

2 2.3 (25 eV <[ 1p6 13T %0
Jox (x +1)dx-j0(x +X )dx—[éx +3X ]0— =

Setelah melakukan Ayo Berpikir Kreatif, peserta didik diarahkan kembali untuk
menyelesaikan Latihan Soal Terbimbing 4.13 dan 4.14.

@ Ayo Mencoba

Guru menjelaskan tentang kemungkinan luas daerah yang dibatasi oleh kurva
dalam integral, yaitu:

1. Luas daerah yang berada di atas sumbu X

b
L= _[a fx)dzx.
2. Luas daerah yang terletak di bawah sumbu X

L=- J.jf(x) dx.

Nilai dari integralnya adalah negatif, karena luas merupakan bilangan positif maka

dikalikan dengan negatif, sehingga
b
L= L Ax)dx.

3. Luas antara dua kurva

L= ij(x)dx =ij(x)dx=‘[;f(x)dx.

Setelah menjelaskan, guru dapat menggunakan beberapa contoh seperti Contoh
Soal 4.10 untuk memahami sifat integral khususnya Sifat 4.14. Selanjutnya,
setiap kelompok diberikan masalah seperti Latihan Soal Terbimbing 4.15
dan 4.16. Apabila jumlah kelompok yang dibentuk lebih dari 2 kelompok,
guru dapat menambahkan bentuk masalah dengan mengadaptasi latihan soal
terbimbing. Setelah selesai mendiskusikan masalah, perwakilan kelompok dapat
mempresentasikan hasil diskusi.

-

Latihan Soal Terbimbing 4.15
Hitunglah luas bidang datar yang dibatasi oleh grafik y = 2r-x* dan sumbu X!

\_ )
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Alternatif Penyelesaian:

Peserta didik menggambar grafik

Yy =2x-x* pada koordinat

kartesius. Selanjutnya, mereka

mencari titik potong sumbu X

dengan menyubstitusikan y = 0
Y =2x-x3.

f(z) =2z —a®

0=2x-x3.
X =0ataux = —\/Eataux =\/§.

Pada grafik diperoleh dua daerah
yaitu [\/5 ,0] di atas sumbu X
dan [-v/2,0] di bawah sumbu X,
sehingga

-1

Gambar 4.10. Grafik Fungsi f{x)=2x-2°.

V2 0 V2
J_ﬁ(Zx—x3)dx=J._ﬁ(Zx—x3)dx+J.0 (2x—x°)dx.

(-l

1)

e

Latihan Soal Terbimbing 4.16

Hitunglah luas bidang datar yang dibatasi oleh grafik y = 2°~9x dan sumbu X!

AN

J

Alternatif Penyelesaian:

Peserta didik menggambar grafik x°-9x
pada koordinat kartesius. Selanjutnya,
mencari titik potong sumbu X dengan
menyubstitusikan y = 0, sehingga

y=x-9x.
0=x-9.
X=0atau X = -3 ataux = 3.

Grafik yang dapat dilihat pada Gambar 11,
maka terdapat dua daerah yaitu [-3,0] di atas
sumbu X dan [0,3] di bawah sumbu X.

L

A

flz)=2’-9x

v

-8 -6 —4

~10
Gambar 4.11. Grafik Fungsi f{x)=2>-9.
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Ji(x3 —9x)dx =J._03(.Z‘3 —9x)dx+ J;(x?’ —-9x)dx.
L LA

o-o-{2-2]){(3-2)-(2-4]

@ Ayo Mencoba

Dalam kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat meminta peserta didik untuk
menggunakan sifat integral dari pelajaran untuk menyelesaikan masalah pada
Latihan 4.4.

Latihan Soal 4.4

1. Tentukan %[Jz(tz w1 )dt} !
N )

Alternatif Penyelesaian:

%Uj(tz +t%)dt}=$[—ﬁ(t2+t%) dt}— (22 +2
4 5 B\
2. Tentukandi['[x (3t—1)dt:|!

AN oL J

W
S—

Alternatif Penyelesaian:

i[fz(y—ndt} 6x° -2

‘ 3. Tentukan J-i 3sin’® x dx!

Alternatif Penyelesaian:

z 0 z
J‘Zn3sin3xdx=‘|. n3sin2x-sinxdx+J.023sin2x-sinxdx.
2 2
3 0 3 3
=—|cos” x—3cosx| . +|cos” X —3cosx o
2
=—(1-3)+(1-3)=0.

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XI|




e ™

4. Tentukan L6 xy dx dengan x = 6 cos 8 dan y = 2 sin 0!
S J

Alternatif Penyelesaian:

Untuk 2,y dan dx dinyatakan dalam 6 dan d6, maka batas-batas integrasinya men-
jadi doxr = -6sin 0 dB bilaxr =6 cos O = 6 maka 6 = 0 dan bila y = 6 cos 0= 3 maka

3

J‘;xy dx = J.:(Gcosﬂ)(Z sinB)(—6sin6 dO) = —72_|.:sin2 Ocos0 do.
3 3
= —24(sin’ G)OE —9/3.
3

-
\ S. Jika J:ﬂx)dx =37 dan J:g(x)dx = 16. Tentukan jog[zf(x)+3g(x)]dx ! ‘

Alternatif Penyelesaian:

J[Zf( x)+3g(x }dx—fzf x)dx +3g(x)dzx.
—zj' fx dx+3j x)dx =2(37)+3(16)=122.

- N

| 6. Sebuh partikel bergerak sepanjang garis sehingga kecepatannya pada waktu
¢ adalah v(f) = £*~1-6 (diukur dalam meter per detik). Tentukanlah
a. perpindahan partikel dalam periode waktu 1 <¢ <4!

b. jarak yang ditempuh selama periode itu!
9 )

Alternatif Penyelesaian:

a. Perpindahan partikel selama periode waktu 1 < ¢ <4.
J (t*—t— 6)dt=1 r’~lr*—6x.

Untukx b = 4, maka g(b) g(4) =,

6

Untukxr=a =1, maka g(a) =g(1) = %

[} @ ~t-6)dt - g(4)-g)--3.

Jadi perpindahan partikel selama periode waktu 1 < ¢ <4 adalah 4,5 meter ke
arah kiri.

b. Jarak yang ditempuh selama periode waktu tersebut.

Terdapat dua daerah yang terbentuk yaitu di bawah sumbu X untuk [1,3] dan
di atas sumbu X untuk [3,4], maka v(f) = {*~t-6.
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jf(tz—t—é)dt ( j - 6dt)+ (P —t-6)d

3

-—(2(3)-2)+(2(4)-20))- %

Jadi jarak yang ditempuh sepanjang 10,17 meter.

Ve N\
7. Wayan dan Satwika masing-masing mengendarai sepeda motor dan
bergerak dengan kecepatan masing-masing. Wayan bergerak dengan

kecepatan v, = + ;1 dan Satwika bergerak dengan kecepatan v, =t +—

( +1) :
Apakah Satwika dapat menyusul Wayan? Jelaskan alasannya! t

Alternatif Penyelesaian:
b
Jarak yang ditempuh sampai dengan b jam dinyatakan dengan s = J- vdt sehingga
) b b
S vayan J vy dt = J (t + m)dt dan S piika = JO Vg dt = JO ( = ) dt.

Dengan demikian maka cukup ditunjukkans_ . < S yagan untuk setiap b >0.

satwika

Karenav,<v ,makav,-v, 6 <0.

I\ =t .
(7)) - (e
Karena ¢ > 0, maka (t )2 <0.]Jadi v, <v, yang berarti Satwika tidak akan pernah
menyusul Wayan.

C. Penerapan Integral

Sebelum menyampaikan materi tentang penerapan integral, guru diharapkan
melakukan tes diagnostik kognitif terlebih dahulu untuk untuk mengetahui
capaian kompetensi peserta didik sebelum memperoleh materi ini. Tes diagnostik
kognitif dapat dilakukan dengan mengajukan pertanyaan tentang sifat-sifat integral
tak tentu dan integral tertentu.

Guru membentuk kelompok yang terdiri dari 4-5 orang. Guru mengajak
peserta didik untuk bekerja sama dan berani menyampaikan pendapatnya.
Selanjutnya, guru mengingatkan kembali tentang kemungkinan luas daerah
yang dibatasi oleh kurva pada integral dan menyampaikan kepada peserta didik
contoh penerapan integral pada berbagai bidang seperti Contoh Soal 4.11 sampai
4.13 dan peserta didik diarahkan untuk menyelesaikan Latihan Soal Terbimbing
4.17-4.20. Setelah itu, setiap kelompok diminta untuk memberikan contoh dan
penyelesaiannya mengenai penerapan integral lainnya.
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1. Luas Bidang datar

‘// ;\\
Tentukan luas daerah di kuadran pertama yang dibatasi f{x) = x> - 4z, garis x

= 1 dan garis x =3!
NG )

Alternatif Penyelesaian:

Jika kita perhatikan, maka terdapatinterval
tertutup yaitu [1,3]. Lebar persegi ke-i
yang terbentuk adalah Ax; dan tingginya -
adalah xr,*~4x, . Jumlah ukuran luas dari

buah persegi panjang adalah (x,*-4x)Ax,. -
Misalkan A4 adalah luas daerah itu, maka

. n )
A= lim Y| (x?—4x,)Ax. ¢
|Ax |00 1=1 1 7 1
3 )
= —L (x*—4x)dx ‘
L 3 S5\ 22 Y x=1 x=3
=_(—x —-2x ‘ )=—
3 1 3 Gambar 4.12. Grafik Fungsi

. 22 x)=2x%-4x, x=1dan garis x =3.
Jadiluas daerahnya =~ satuan luas. Az &

e ™
Tentukan luas daerah di kuadran pertama yang dibatasi f(x) = £>-2x>-Sx+6,
garis X = -2 dan garis x = 3!

\

Alternatif Penyelesaian:

Jika kita perhatikan Gambar 4.13, maka terdapat
interval tertutup yaitu [-2,1] di atas sumbu X dan [1,3]
di bawah sumbu X. Lebar persegi ke-z yang terbentuk
adalah Ax; dan tingginya adalah x]’-2x’-5x+6.
Jumlah ukuran luas dari # buah persegi panjang adalah
(x’-2x?-5x+6.)Ax, Karena terdapat dua daerah
yaitu di atas sumbu X dan di bawah sumbu X, maka

. n 1 +—
A= lim 3 (3222 -5z +0)Ax, = [ fodr, | TR T

[ RN

sehingga A, = I_lz(x; -2} -Sx; +6)dx, dan -

i ” 3 f)y=r-20>-50+6
A = lim 2,l.=1(acl.3—23(,’l.2—Sacl.+6)A3(:l.=J.1 f(x)dzx. (@) -20*-5z

[Ax|—e0

3 Gambar 4.13. Grafik Fungsi
3 2 8
A2 = J‘l (.I'l _le - le + G)dx, maka, ]C(I) — I'}—ZTZ—SI-FG
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1 3
A=A +A = I_Z(x;’ —2x] =S, +6)dx + L (] =227 =Sz, +6)dr.
=[lx4—;x3—ix2+6x}l +[lx4—lx3—ixz+6x} =&

4 3 2 o L4 3 2 ’

. 65
Jadi, luas daerahnya =~ satuan luas.

2. Dalam Bidang Ekonomi dan Bisnis

' Latihan Soal Terbimbing 4.19

Seorang pemimpin perusahaan memperhitungkan bahwa pembelian seperang-
kat peralatan akan menghasilkan suatu penghematan operasi pada perusahaan.
Kecepatan penghematan ongkos operasi adalah f{x) (dalam rupiah) setiap ta-
hun, bila peralatan itu telah dipakai selama x tahun adalah

Sx) =4000x + 1000; 0 < x < 10.
a. Berapajumlah penghematan ongkos operasi dalam S tahun pertama?

b. Jika harga pembelian sama dengan Rp 36.000,00, dalam berapa tahun harga
peralatan itu kembali?

Alternatif Penyelesaian:

a. Sketsakan grafiknya terlebih dahulu. Y fley=4000z + 1000
Jika kita perhatikan Gambar 4.14, maka 40000
terdapat interval tertutup yaitu [0,5]. Lebar
persegi ke-Z yang terbentuk adalah Ax; dan 35000
tingginya adalah (4000x+1000) Jumlah 30000
ukuran luas dari # buah persegi panjang
adalah (4000x+1000)Ax; . Jika S adalah 25000
jumlah penghematan dalam 5 tahun pertama,
maka 20000
. n .
S=lim Y7 (4000x; +1000)A,. 15000
5 10000
= _[ f(x)dzx.
05 5000
= | '(4000 +1000)dz.
0 =5 ﬂ 5 10
=2000x” +1000.x|, =55000.
Gambar 4.14. Grafik Fungsi
Jadi, jumlah penghematan dalam 5 tahun f(x) = 40002+1000

pertama adalah Rp 55.000,00
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b. Karena harga seperangkat peralatan adalah 36000 dan andaikan dalam 7 tahun
harga peralatan itu kembali, maka

jO” £(x)dx =36000.
j;)(4000x +1000)dx.

200022 +1000x "' =36000.

200072%+100072 =36000.
2n*4n-36=0.
(n-4)(2n+9) = 0.

7N =4. ataun =%.

Jadi, dalam jangka waktu 4 tahun harga peralatan itu kembali.

3. Dalam Fisika

‘/ Latihan Soal Terbimbing 4.20

Sebuah gaya sebesar 40 N diperlukan untuk menahan pegas yang telah diren-
tangkan dari panjang aslinya 10 cm sampai panjang 15 cm. Berapa usaha yang
dilakukan untuk meregangkan pegas dari 15 cm menjadi 18 cm?

Alternatif Penyelesaian:

Menurut Hukum Hooke, gaya yang diperlukan untuk menahan pegas meregang
x meter di luar panjang alaminya adalah f{xr) = kx. Ketika pegas ditarik dari 10 cm
sampai 15 cm, jumlah yang diregangkan adalah 15-10 = 5 cm = 0,05 m. Ini berarti
(0,05) = 40, maka

£(0,05) = 40.
0,05 & = 40.
k = 800.

Karena diperoleh & = 800, maka usaha yang dilakukan untuk meregangkan pegas
dari 15 cm menjadi 18 cm adalah.

0% _1,56.

0,08 2
W = jo,os 800z dx = 400x”| 0%

Jadi, usaha yang dilakukan untuk meregangkan pegas dari 15 cm menjadi 18 cm

adalah 1,56 Joule.
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@ Ayo Mencoba

Pada aktivitas Ayo Mencoba di sini, guru dapat mengarahkan peserta didik
untuk menggunakan sifat-sifat integral dan Teorema Dasar Kalkulus I dan II
dalam menyelesaikan soal penerapan yang ada pada Latihan Soal 4.5. Alternatif
penyelesaian telah disediakan untuk membantu guru.

N
1. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh y = x*+x-12 dan sumbu X!
9 )
Alternatif Penyelesaian: | | :
X

Karena kurva memotong sumbu X, maka y = 0.
Dengan menyubstitusikan y = 0 ke persamaan
y=x*+x - 12, diperoleh x*+ x — 12 = 0. Dengan
menggunakan pemfaktoran untuk persamaan
x*+ x -12 = 0 diperoleh bahwa x, = -4 atau
x, = 3. Maka titik potong kurva y = x>+ x - 12
dengan sumbu X adalah (-4,0) dan (3,0), apabila
digambarkan dengan grafik dapat dilihat pada
Gambar 4.15.

fr)y=r*+2—12

4 _ 4 2 Gambar 4.15. Grafik Fungsi
Luas = j_3(—(f(x)))dx = J_3(—(x —x—lz))dx. ) =2tz 12
2 x? a0
Ve I\
‘ 2. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva y = x> dan y = —-x*+4x |
\\, 7/'

Alternatif Penyelesaian:

Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menentukan titik potong antara
kurva y = x* dan y = -x* + 4x. Dengan menyubstitusikan kedua persamaan
tersebut diperoleh bahwa,

X2 = —x*+ 4x.
x’—4x = 0.
2x(x-2) = 0.

sehingga diperoleh bahwa x =0ataux, = 2.
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Untuk x, = 0, substitusikanlah ke salah satu persamaan (misalkan ke persamaan
y = x7) sehingga diperoleh y, = 0, maka titik potongnya adalah (0,0).

Untuk x, = 2, substitusikan ke salah satu persamaan sehingga diperoleh y, = 4,
maka titik potongnya adalah (2,4).

Dari titik potong (0,0) dan (2,4), maka luas yang dibatasi oleh y = x> dan y = -x*
+ 4 adalah

2 2
Luas = J.o (2x* +4x)dx = [—%IS +2x° :Io = g (luas satuan).

‘/V
‘ 3. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva y* = 2x-2 dan y = x-5!
NG

Alternatif Penyelesaian: v

Yy=x-5

Dengan menyubstitusikan y = x-5 ke
persamaan y* = 2x -2, diperoleh

(x-5)* = 2x-2.
x2-10x+25 = 2x-2.
x>-12x+27 = 0.

Dengan memfaktorkan persamaan
kuadrat 2*~12x+27 = 0 diperoleh
.I'1= 9 atau .Z'2= 3. Gambar 4.16. Kurva 7> =2x-2dany = x-5

Untuk x = 9, dengan menyubstitusikan ke salah satu persamaan (misalkan
persamaan y = x -5), diperoleh y = 9-5 = 4, schingga titik potongnya adalah (9,4).

Untuk x,= 3, substitusikan ke salah satu persamaan (misalkan persamaan y = x-5),

diperoleh y = 3-5 = -2, sehingga titik potongnya adalah (3,-2).
Dari titik potong (9,4) dan (3,-2), maka bentuk grafiknya seperti Gambar 4.16.
Luas daerah yang dibatasi oleh y* = 2x -2 dan y = x-5 adalah

Jadi, luas daerah tersebut adalah 18 satuan luas.
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4. Seorang manajer di suatu restoran menerima kiriman bahan makanan ter-
tentu setiap hari Senin. Karena jumlah pengunjung sedikit pada awal ming-
gu dan banyak pada akhir minggu, permintaan meningkat sesuai dengan
majunya hari dalam satu minggu, sehingga setelah x hari, barang inventaris
tersebut berjumlah y satuan, dengan persamaan y = 49000 — 1000x>. Jika
ongkos penyimpanan setiap hari adalah Rp 500,00, tentukan jumlah selu-

| ruh ongkos pemeliharaan inventaris selama 7 hari! |
o 4

Alternatif Penyelesaian:

Jumlah seluruh ongkos pemeliharaan iventaris selama 7 hari adalah
10002°

7 7
[ 49000-10002” dx = 49000 22~ | =228600.
0
Jadi, ongkos pemeliharaan selama 7 hari adalah 228600 x 500 = Rp 114.300.000.

e ™~
S. Sebuah kabel memiliki berat 200 kg dengan panjang 100 meter. Kabel ter-
sebut dan digantung secara vertikal dari atas sebuah gedung yang tinggi. Be-
rapa usaha yang diperlukan untuk mengangkat kabel ke puncak gedung?
NG J

Alternatif Penyelesaian:

Berdasarkan ilustrasi yang ada pada buku peserta didik diperoleh bahwa

F=2Axdan =X;. Maka W, = Fh= 2, Ax. Diperoleh hasil
100

W=limY ' 2xAx- j;oozxdx =[], =[100”]-[0*]=10000,

I—o0

Jadi, usaha yang diperlukan untuk mengangkat kabel ke puncak gedung adalah

10.000 Joule.

% Guru memberitahukan kepada peserta didik, bahwa mereka belajar
' di rumah untuk mengerjakan tugas pada Buku Siswa Latihan Soal
4.1 sampai Latihan Soal 4.5 dan Uji Kompetensi bersama orang tua atau
wali murid. Guru memberi tahu orangtua atau wali murid untuk meng-
ingatkan, membimbing, dan mengawasi putra-putrinya untuk mengerja-
kan tugas di rumah, serta memberi paraf pada hasil kerjanya. Dijelaskan
pula bahwa yang harus dilakukan orang tua adalah membimbing, bukan
mengerjakan tugas. Interaksi ini dapat dilakukan melalui pertemuan, sms,
telepon, grup media sosial, atau buku penghubung. Jika orang tua belum

jelas cara membimbingnya dipersilakan menghubungi guru.
g J
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D. Uji Kompetensi

1. Diketahui fungsi f(x) =12 — £ - 2% sumbu X dan garis-garis x = - 3 dan
X =2.

a. Nyatakan ukuran dari luas sebagai suatu jumlahan Riemann dengan
partisi yang sama!

b. Tentukan integral tentu dengan J.: f(x)dx = liij=l f(xi)Ax!

c. Tentukan integral tentu dengan sifat-sifatnya!
NG J

Alternatif Penyelesaian:

a. Misalkan dijadikan 5 partisi maka masing-masing memiliki Ax =1.

e 975 Az, f(fi)Axi
-2,5 8,25 1 8,25
-1 25 1 11,25
0 12,25 1 12,25

0.5 11,25 1 11,25

L3 8,25 1 8,25

lef (x,)Ax, 51,25

Jadi luasnya 51,25 satuan luas.
2 2 A n —

b. J (12—x—x")dx = hmz. f(xi)Ax.
-3 N300 1=1

Sim 3 (12 ()-(27) ()

N—>00
. no(60 25i  25i%

= hm Z e B
N0 e=d1=1\'n n n
. (305 125\ 305

= lim|——-=|=—.
N—soo\ 6 n 6

2
c. J (12-x-x*)dr=122-1x* 127 =30
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‘/V
\ 2. Hitunglah [ | +2|dz!
g

Alternatif Penyelesaian:

—(x+2),xr<-2

42 2> 2 sehingga

Persamaan |r+2| dapat didefinisikan dengan |x+2|={
4 -2 4 2 2 g2 4
I_3| r+2|dx= I_} —(x+2)dx + J._z(x +2)= —[7+ 2xl3 + [7+ lez .

[ L)L 2 L 2] 2]

_x,

2
Jadi, f3| xr+2|dx= %
‘/V 1 3 4 3 h
\ 3. Tunjukkan bahwa [ f(2)dx + [ f()dz+ " f(a)dz+ | f(z)dx =o0. /
Alternatif Penyelesaian:
J__ff(x)dx+ Jif(x)dx + ij(x)dx+ L_lf(x)dx = J__llf(x)dx =0.
\ 4. Carilah [ [ [7 @VE -] da!
N Y
Alternatif Penyelesaian:
J.ié[%f:(zﬁ— l)dt}dx = LIG [ﬁ(%x% _x—§5% + S)}dx.

- _[416 (Zx% —1) dx = [%xi —x]j - %

e N

S. Seorang kolektor benda-benda seni membeli sebuah lukisan dari seorang
seniman seharga Rp 15.000.000,00. Nilai lukisan tersebut bertambah sei-
ring waktu, sesuai dengan 4 = 5t +10t +50. Dimana V'adalah harga lukisan
dalam rupiah yang diharapkan dari sebuah lukisan setelah ¢ tahun pembe-
lian. Jika % berlaku untuk 6 tahun kemudian, tentukan harga dari lukisan
tersebut empat tahun kemudian!
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Alternatif Penyelesaian:

Diketahui bahwa pertambahan harga nilai lukisan bertambah terhadap waktu se-
suai dengan:

4V _ 53 4101 +50.
dt

Jav =[(st*+100+50) .
V =2t +5t% 450t +C.
Maka berlaku untuk ¢ = 0, schingga
110) =15000000.
2(0)? +5(0)450(0) + C = 15000000,
C =15000000.
Diperoleh bahwa, S
V (t)=2t +5t>50t +15000000.
V(4) = 2(4)" +5(4)250(4) + 15000000 = 64+ 80+ 200 + 15000000,
V(4)=15000344.
Jadi, harga lukisan tersebut 4 tahun kemudian Rp 15.000.344,00.

Ve N\

6. Sebuah tangki berbentuk kerucut dengan puncak ke arah bawah memiliki

tinggi 10 m dan jari-jarinya 4 m. Kerucut Tangki tersebut diisi air seting-

gi 8 m. Temukan usaha yang diperlukan untuk mengosongkan tangki de-

ngan memompa semua air ke bagian atas tangki! (Kerapatan air adalah 1000
kg/m)!

\_ )

Alternatif Penyelesaian:

Pertama yang dilakukan adalah mengukur
kedalaman dari atas tangki dengan

menggunakan garis koordinat vertikal. Air
memanjang dari kedalaman 2 m hingga
kedalaman 10 m dan dibagi interval menjadi 10m
n sub interval dengan titik akhir dan pilih

di sub interval 7. Ini membagi air menjadi

beberapa lapisan. Lapisan pertama didekati

oleh silinder melingkar dengan jari-jari dan
tinggi. Gambar 4.17. Kerucut Terbalik
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Kita bisa menghitung dari segitiga sebangun, menggunakan Gambar 4.17 dan 4.18.
Perkiraan volume lapisan pada air ke-I adalah V. =f*Ax = 45(10—-x.)* Ax.
[} ) 25 i

Massa adalah m, = kerapatanxvolume = 160m(10-x,)*Ax.
Gaya yang dibutuhkan adalah F; = m, g = 1568m(10-x,)’Ax.
Setiap  partikel dalam lapisan  harus

menempuh jarak kira-kira x. Usaha yang 4
dilakukan W untuk menaikkan lapisan ini

ke atas adalah hasil kali gaya /" dan jarak x
adalah

W.=F.x,=1568nx, (10-x,)*Ax.

Maka total usaha yang dilakukan 10
—x.

. n
W=lim Y 1568nz,(10-x;)* Ax.

N—>c0

10
- J'Z 22;15681&(10— x)dzx.

— 23.2131.264 .

Gambear 4.18. Sketsa Partisi Kerucut Terbalik

Jadi usaha yang diperlukan  untuk
mengosongkan tangki dengan memompa

23.211.264
3

semua air ke bagian atas tangki = T

Joule.
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Bab ks Analisis Data
danPeluang

Pengalaman Belajar

Setelah mempelajari bab ini, peserta didik diharapkan dapat:
Menginterpretasikan parameter distribusi seragam;
Memecahkan permasalahan yang berkaitan dengan distribusi seragam;
Menginterpretasi parameter distribusi binomial;
Menghitung nilai harapan distribusi binomial;
Memecahkan‘permasalahan yang berkaitan dengan distribusi b|n0m|al
Menginterpretasi parameter distribusi normal;
Menghitung nilai harapan distribusi normal; dan "
Memecahkan permasalahan yang berkaitan dengan distribusi normal.

<]

~-Peta Konsep

Analisis Data & Peluang

Distribusi Seragam Distribusi Binominal Distribusi Normal

Fungsi Distribusi Fungsi Distribusi Fungsi Distribusi
Seragam Binominal Normal

Nilai Harapan Nilai Harapan
Distribusi Binominal Distribusi Normal
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Bab Analisis Data dan Peluang bertujuan untuk mengembangkan kemampuan
peserta didik dalam memahami dan menalar tentang analisis data dan peluang.
Peserta didik mampu menjelaskan distribusi seragam, distribusi binomial, dan
distribusi normal. Banyak masalah dalam kehidupan sehari-hari melibatkan
analisis data dan peluang. Peserta didik harus mampu menggunakan analisis
data dan peluang untuk dapat memecahkan masalah tersebut.

Pada bagian pertama, guru akan menjelaskan tentang distribusi seragam.
Pada bagian kedua, guru akan menjelaskan tentang distribusi binomial dan nilai
harapan dari distribusi binomial. Pada bagian ketiga, guru akan menjelaskan
tentang distribusi normal dan nilai harapan dari distribusi normal. Secara
umum, bagian ini memberikan pedoman alternatif bagi guru untuk melakukan
analisis data dan peluang bagi peserta didik.

Panduan Pembelajaran

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru memandu peserta didik untuk
berdoa menurut agama dan kepercayaan masing-masing. Hal ini bertujuan untuk
menguatkan salah satu elemen Profil Pelajar Pancasila, yaitu beriman, bertakwa
kepada Tuhan YME, dan berakhlak mulia. Sebelum membahas tentang materi
analisis data dan peluang,Setelah itu, peserta didik diberikan tes diagnostik kognitif
dan non kognitif dan tes diaganostik kognitif. Pada tes diagnostik non kognitif,
guru dapat melihat kembali kegiatan Ayo Mengingat Kembali yang ada pada Bab 1
materi Geometri Analitik. Untuk tes diagnostik kognitif dapat dilakukan dengan
tanya jawab berkaitan dengan permutasi, kombinasi, dan peluang suatu kejadian.
Selanjutnya, guru memberikan apersepsi kontekstual berupa pertandingan sepak
bola. Sebelum permainan dimulai, wasit akan melempar koin dengan dua sisi
yang seimbang untuk menentukan tim mana yang mendapatkan bola lebih dulu.
Apakah peluang keluar sisi gambar dan angka sama? Jika sisi gambar menyatakan
tim yang mendapatkan bola terlebih dahulu, dapatkah peserta didik menentukan
peluang wasit mendapatkan 1 sisi gambar dalam satu hari, dua hari berturut-turut,
bahkan selama tujuh hari berturut-turut?

Guru dapat menggunakan konteks lain yang dapat memberikan pengalaman
(pengetahuan) awal tentang analisis data dan peluang. Hal ini dimaksudkan
untuk memotivasi peserta didik mempelajari analisis data dan peluang, sehingga
anggapan peserta didik bahwa belajar matematika tidak ada hubungannya dengan
kehidupan sehari-hari lambat laun tergerus dan berubah menjadi oleh anggapan
bahwa pembelajaran matematika berkaitan erat dengan lingkungan dan ilmu-ilmu
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A. Distribusi Seragam

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru diharapkan melakukan tes diagnos-
tik kognitif. Tes diagnostik kognitif dapat dilakukan dengan tanya jawab berkaitan
dengan peluang suatu kejadian, misalnya pada pelemparan sebuah koin seimbang.
Hal ini bertujuan untuk mempersiapkan peserta didik sebelum memasuki materi
peluang seragam.

@ Ayo Mengingat Kembali ~

*  Peluang adalah kemungkinan munculnya suatu kejadian.
*  Peluang kejadian A dapat ditulis sebagai P(A) = Z((‘;)) dengan
n(A) adalah banyaknya titik sampel kejadian A;

#n(S) adalah banyaknya ruang sampel dari suatu percobaan.

\_ J

e Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 5.1

Sebelum membahas masalah pada Eksplorasi 5.1, guru membagi peserta didik ke
dalam kelompok yang terdiri atas 4 orang. Guru memberikan pertanyaan menge-
nai peluang. Kemudian disajikan permasalahan yang terdapat pada Eksplorasi 5.1
tentang pelemparan koin seimbang. Setelah mencoba langsung, peserta didik dia-
rahkan untuk menjawab setiap pertanyaan.

Guru mengarahkan peserta didik untuk mengisikan data berikut.

Banyaknya sisi Gambar | Banyaknya Sisi Angka
| 1 | 1 |

Guru mengarahkan peserta didik untuk mencoba melemparkan uang logam ter-

sebut.
Angka 1
Gambar 1

Jika percobaan peserta didik menghasilkan nilai yang berbeda, terdapat kemung-
kinan koin yang digunakan tidak seimbang atau cara pelemparan koin yang tidak
sama pada setiap percobaan.
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Guru mendampingi peserta didik melakukan diskusi kelompok dan mengajak me-
reka untuk berani menyampaikan pendapat dan menghargai pendapat teman yang
lain. Diharapkan dari hasil diskusi, peserta didik memperoleh jawaban:

1. Peluang muncul sisi gambar dan angka sama.

1

2. Bentuk peluangnya adalah f(x) = % , X =5

3. Kesimpulan yang didapatkan adalah peluang muncul sisi gambar dan angka
sama yaitu 3.

Jika terdapat kesulitan, guru dapat memberi penjelasan mengenai kegiatan yang

dilakukan peserta didik yang mengarahkan agar peserta didik dapat menjawab de-

ngan benar 3 pertanyaan tersebut. Setelah selesai berdiskusi kegiatan Eksplorasi

5.1, guru mengarahkan peserta didik untuk melanjutkan diskusi mengenai Ayo
Berpikir Kritis berikut.

@ Ayo Berpikir Kritis

Jika terdapat tiga buah uang logam seimbang dilemparkan, bagaimana
menentukan distribusi peluang keluar sisi angka?

S={AAA, AAG, AGA, AGG, GAA, GAG, GGA, GGG} semuanya me-
miliki peluang yang sama untuk muncul, sehingga distribusi peluangnya :
fx;8) =g untuk x = 1,2,3,4,5,6,7,8
Guru dapat memberikan pertanyaan apakah x?

Hasil pertanyaan yang diajukan guru diharapkan dapat memberikan arahan kepada
peserta didik untuk memberikan definisi variabel acak.

*  Variabel acak adalah suatu fungsi yang memetakan
setiap unsur ruang sampel ke bilangan real.
*  Variabel acak dinotasikan dengan huruf besar.

*  Nilai variabel acak dilambangkan dengan huruf kecil.

Jawaban pesertadidik mengenai variabel acak akan berbeda, guru dapat memberikan
penjelasan mengenai variabel acak agar peserta didik memahami definisi variabel
acak. Selanjutnya, guru meminta setiap kelompok menggeneralisasikan bentuk
atau fungsi apa yang tepat untuk menggambarkan kegiatan Eksplorasi 5.1 dan
fungsi tersebut adalah fungsi distribusi seragam.
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Fungsi Distribusi Seragam

Apabila variabel acak X mempunyai nilai-nilai x , X, ..., X,

dengan peluang yang sama, maka distribusi seragam diskret
dapat dinyatakan dengan

Axsk) =+, untukx = x,%,, .., %

) wsireni

Mungkin saat awal peserta didik akan menjawab bentuk distribusinya adalah %S)
dengan 7(S) adalah banyaknya anggota pada ruang sampel. Hal, ini dapat diarah-

kan untuk diganti dengan variabel lain yang nantinya digunakan sebagai parameter

B

Guru dapat meminta setiap kelompok untuk memberikan contoh masalah
yang berkaitan dengan distribusi seragam yang peserta didik temui sehari-hari
beserta penyelesaiannya.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan kelompok yang sudah
dibentuk pada kegiatan Eksplorasi 5.1. Guru dapat memberikan pertanyaan
mengenai distribusi seragam serta menggunakan beberapa Contoh Soal 5.1 dan
5.2. Selanjutnya kelompok peserta didik diarahkan untuk mendiskusikan Latihan
Soal Terbimbing 5.1 dan 5.2. Setelah selesai berdiskusi, perwakilan kelompok
dapat mempresentasikan hasil diskusinya. Guru mengajak peserta didik untuk
berani menyampaikan pendapatnya dan menghargai pendapat rekan lainnya.

-

Latihan Soal Terbimbing 5.1

Misalkan, akan dipilih1 dari 10 karyawan dipilih secara acak untuk mengawasi
suatu proyek. Jika x adalah peluang terpilihnya satu karyawan secara acak. Ten-

tukan distribusi peluang !
Q )

Alternatif Penyelesaian:
Peluang terpilihnya satu karyawan dari 10 karyawan secara randomacak adalah

Ax;10) = 75 untuk x =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.
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Latihan soal terbimbing 5.2
Tim bulu tangkis dari 4 orang pemain yaitu A, B, C, dan D. Jika dari tim terse-

but dipilih 2 orang secara acak untuk bermain, tentukan distribusi seragamnya!
NG

Alternatif Penyelesaian:

Jumlah dalam satu tim adalah 4 orang, yang akan dipilih adalah 2 orang secara acak.
Banyaknya kombinasi yang mungkin adalah ( ; ) = 6, yang dapat ditulis sebagai AB,
AC, AD, BC, BD, dan CD. Karena masing-masing memiliki peluang terpilih yang
sama, maka distribusi seragamnya adalah f{x;6) = % untuk x =1,2,3,4,5,6.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diminta untuk menyelesaikan masalah pada di La-
tihan Soal 5.1. Alternatif penyelesaian telah disediakan untuk membantu guru.

-
Latihan Soal 5.1
1. Dalam satu tahun terdiri dari 12 bulan. Tentukan peluang dipilihnya 3 bu-

lan dalam satu tahun secara acak!
& J

Alternatif Penyelesaian:

Dalam satu tahun terdapat 12 bulan, akan dipilih 3 bulan secara acak, maka ba-
nyaknya kombinasi yang mungkin (132) = 220 sehingga k& = 220.

Jadikemungkinan terpilihnya 3 bulan dalam satu tahun secara acak adalah f{x;220)

_ 1 —
= 555 untuk x =1,2,3,...,220.

Ve N
2. Satu set kartu bridge berisi 52 kartu. Tentukan peluang terambilnya satu

kartu pada pengambilan satu lembar kartu bridge secara acak!
& J

Alternatif Penyelesaian:

peluang terambilnya satu kartu pada pengambilan satu lembar kartu bridge secara

randomacak adalah f(x;52) = siz untuk x =1,2,3,...,52.

-

) N
3. Sebuah kotak berisi 6 buah bola lampu yang terdiri dari 5 watt, 8 watt, 11
watt, 14 watt, 18 watt, dan 23 watt. Tentukan peluang terambilnya sebuah
lampu dari kotak tersebut!

)

i Bab 5 | Analisis Data dan Peluang II




Alternatif Penyelesaian:

Jadi peluang terambilnya sebuah lampu dari kotak adalah fx;6) = % untuk x
=1,2,3,...,6.

e N
4. Suatu kotak berisi 12 bola yang diberi nomor 1 sampai 12 yang akan diam-
bil secara acak. Tentukan peluang terambilnya sebuah bola dari dalam kotak!

Alternatif Penyelesaian:

Jadi peluang terambilnya sebuah bola dari dalam kotak f(x;12) = & untuk

12
x =1,2,3,...,12.

e N
S. Toko Roti “Enak” akan menentukan warna untuk kemasan yaitu merah,
hijau, kuning, biru, ungu, putih, hitam, dan coklat. Tentukan peluang ter-

pilihnya satu warna untuk dijadikan kemasan toko tersebut!

J

Alternatif Penyelesaian:

peluang terpilihnya satu warna untuk dijadikan kemasan adalah f(x;8) = % untuk
x =1,2,3,...,8.

B. Distribusi Binomial

Sebelum memulai aktivitas pembelajaran, guru diharapkan melakukan tes diag-
nostik non kognitif dan tes diagnostik kognitif. Tes diagnostik kognitif dapat di-
lakukan dengan tanya jawab berkaitan dengan kombinasi, faktorial, dan peluang.

@ Ayo Mengingat Kembali 7

- G=()-wt
e nl=mx(m-1)x..x3x2x1.
* PA)+PA)=1.
dengan P(A) adalah peluang kejadian sukses.

P(A°) adalah peluang kejadian gagal.

S ,/‘

Guru dapat memberikan pertanyaan mengenai:
1. Kombinasi

Contoh: Pada sebuah kotak terdapat empat bola bernomor 1, 2, 3, 4. Tentukan
banyak cara untuk memilih 2 bola yang berbeda beda!
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2. Faktorial
Contoh:3!=3x2x1=6.
3. Peluang

Contoh: Jika peluang seorang bayi lahir berjenis kelamin laki-laki adalah %,
maka peluang lahir bayi berjenis kelamin perempuan adalah...

Hal ini dilakukan untuk mempersiapkan peserta didik mempelajari tentang
distribusi binomial.

@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 5.2

Sebelum membahas soal pada Eksplorasi 5.2, guru membagi peserta didik menjadi
beberapa kelompok yang terdiri atas 4 orang. Guru mengajak peserta didik untuk
berkolaborasi dengan baik. Setelah itu, disajikan masalah yang terdapat pada Eks-
plorasi 5.2. Peserta didik diminta melemparkan koin seimbang sebanyak dua kali

dan isikan hasilnya pada Tabel 5.1 dan Tabel 5.2

Tabel 5.1. Alternatif Jawaban untuk Kegiatan Eksplorasi 5.2 untuk Satu Koin

Hasil Lemparan Pertama Hasil Lemparan Kedua
A

A
G
A
G
G

Tabel 5.2. Alternatif Jawaban untuk Kegiatan Eksplorasi 5.2 untuk Dua Koin

Hasil Pelemparan yang mungkin

(Iemparan 1 dan lemparan 2) Probabilitas
A i
AG %
GA %
GG %
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Jawaban hasil diskusi peserta didik yang diharapkan adalah:

1.
2.

peluang munculnya gambar pada dua kali pelemparan adalah £,

kejadian kegagalannya adalah munculnya angka pada pelemparan baik satu kali
maupun dua kali pelemparan,

peluang kegagalannya adalah 3

nilai harapan untuk memperoleh gambar pada satu kali pelemparan adalah %,
nilai harapan untuk memperoleh keduanya gambar pada dua kali pelemparan
%, dan

simpulan yang diperoleh adalah kejadian yang berlaku memiliki peluang ber-
hasil dan gagal.

Jika peserta didik menemui kesulitan, guru dapat memberi penjelasan menge-

nai kegiatan yang dilakukan peserta didik yang mengarahkan agar peserta didik
dapat menjawab dengan benar. Setelah selesai berdiskusi kegiatan Eksplorasi 5.2,
guru mengarahkan peserta didik untuk melanjutkan diskusi mengenai Ayo Berpi-
kir Kritis berikut.

@ Ayo Berpikir Kritis

Peluang memperoleh paling sedikit 4 gambar pada 6 kali pelemparan se-
buah uang logam seimbang adalah %

Dikatakan sukses apabila keluar gambar. Peluang keluar gambar pada
satu kali peleparan sebuah uang logam adalah %, maka nilai harapan
memperoleh gambar pada 10 kali pelemparan adalah 10(%) =5.

Selanjutnya, guru meminta setiap kelompok menggeneralisasikan bentuk atau

fungsi apa yang tepat untuk menggambarkan kegiatan Eksplorasi 5.2 dan fungsi
tersebut adalah fungsi distribusi binomial.

1. Fungsi Distribusi Binomial

Jika suatu percobaan binomial mempunyai peluang berhasil p dan
peluang gagal ¢ = 1 — p, maka fungsi distribusi peluang untuk
variabel acak binomial X, yaitu banyaknya keberhasilan dalam 7

percobaan yang bebas adalah
b(x;n,p) = (Z)pf g untuk x = 0,1,2,...,7.
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Guru dapat mengarahkan peserta didik untuk mendiskusikan kegiatan pada Ayo
Berdiskusi.

Ayo Berdiskusi

Syarat suatu kejadian berdistribusi binomial adalah sebagai berikut:

a. percobaan terdiri dari n percobaan yang berulang,

b. setiap usaha yang berulang hasilnya ditentukan dengan sukses dan gagal,

c. peluang sukses dinyatakan dengan p, untuk setiap ulangan adalah sama dan
tidak diulang,

d. pengulangan bersifat bebas satu sama lain.

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan kelompok yang sudah
dibentuk pada kegiatan Eksplorasi 5.2. Guru dapat menggunakan Contoh Soal 5.3
dan 5.4 untuk fungsi distribusi binomial. Peserta didik secara kelompok diberikan
Latihan Soal Terbimbing 5.3 dan 5.4. Apabila jumlah kelompok yang dibentuk
lebih dari 2 kelompok, guru dapat menambahkan bentuk masalah dengan
mengadaptasi latihan soal terbimbing. Setelah selesai mendiskusikan masalah,
perwakilan kelompok dapat mempresentasikan hasil diskusi.

e N\
Latihan Soal Terbimbing 5.3
Tentukan peluang untuk mendapatkan 2 sisi gambar dalam 7 kali pelemparan

sebuah uang logam!
9 )

Alternatif Penyelesaian:

Peluang mendapatkan 2 sisi gambar dalam 7 kali pelemparan sebuah uang logam
dapat ditentukan oleh: b(x;n,p) = (Z ) P q" ", sehingga

2, \72 2,35 , 2,35 ,
e - (T =T - (T -

b(2;7,§) = % =0,164.

Jadi, peluang untuk mendapatkan 2 sisi gambar dalam 7 kali pelemparan sebuah

uang logam adalah 0,164.

4 N

Latihan Soal Terbimbing 5.4
Diasumsikan peluang seseorang akan sembuh dari kanker adalah 40%. Jika 15

orang terkena penyakit tersebut, berapa peluang tepat 5 orang dapat sembuh?!
9 )
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Alternatif Penyelesaian:

Soal dapat diselesaikan menggunakan cara yang sama dengan penyelesaian Latihan

Soal Terbimbing 5.3, sehingga diperoleh:

b{s150.4)= (7)) G8) ()G () - s (e ()

b(5:15:0,4) = -2 £92) - 0,186,

Jadi, peluang tepat 5 orang yang sembuh dari 15 penderita adalah 0,186.

2. Nilai Harapan Distribusi Binomial

Guru mengarahkan peserta didik untuk memahami nilai harapan distribusi
binomial dengan melengkapi kalimat terbuka yang tersedia. Guru mengajak
peserta didik untuk belajar secara mandiri, teliti, dan penuh kesungguhan.

Nilai harapan distribusi binomial pada dasarnya ditentukan oleh berbagai
macam peristiwa yang dihasilkan dari percobaan binomial, terutama peluang
keberhasilan p atau kegagalannya g. Misalkan hasil percobaan ke-7 dinyatakan
variabel acak / dengan peluang keberhasilan /= 1 dan peluang kegagalan /= 0.
Dalam percobaan binomial, banyaknya keberhasilan dituliskan sebagai jumlah #
variabel randomacak bebas:

X=1+L+..+1
Nilai harapan setiap 1 adalah E(/ ) = 1(p) + 0(q) = p schingga nilai harapan suatu

populasi distribusi binomial dapat dinyatakan sebagai perkalian 7 percobaan
dengan peluang percobaan.

EX)=E()+E)+..+E)
E(X)=..+..+..+..
EX)=.. ™

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan Ayo Mencoba, guru dapat menggunakan kelompok yang sudah
dibentuk pada kegiatan sebelumya. Guru dapat menggunakan beberapa contoh
seperti Contoh Soal 5.5. Peserta didik secara berkelompok memecahkan masalah
pada Latihan Soal Terbimbing 5.5 dan 5.6. Apabila jumlah kelompok yang diben-
tuk lebih dari 2 kelompok, guru dapat menambahkan bentuk masalah dengan
mengadaptasi latihan soal terbimbing. Setelah selesai mendiskusikan masalah, per-
wakilan kelompok dapat mempresentasikan hasil diskusi.
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Latihan Soal Terbimbing 5.5

Tentukan nilai harapan untuk mendapatkan 3 sisi angka dalam 6 kali pelemparan

sebuah uang logam!
NG )

Alternatif Penyelesaian:

Nilai harapan untuk mendapatkan 3 sisi angka dalam 6 kali pelemparan sebuah

uang logam dapat ditentukan dengan formula E(X) = np =6 (3) = 3.

Jadi, nilai harapannya adalah 3.

4 N
Latihan Soal Terbimbing 5.6
Diasumsikan peluang seseorang sembuh dari Covid-19 tanpa penyakit bawaan
adalah 80%. Apabila 40 orang tanpa penyakit bawaan terpapar Covid-19

diketahui menderita penyakit ini, berapa nilai harapan sembuhnya?!
o )

Alternatif Penyelesaian:

E(X) = np = 40(0,80) = 32. Jadi nilai harapan sembuhnya adalah 32.

( b Ayo Berdiskusi

Pada aktivitas Ayo Berdiskusi, guru membagi peserta didik menjadi beberapa
kelompok yang terdiri dari 3-4 peserta didik. Guru mengajak peserta didik un-
tuk memperhatikan “UMKM batik Besurek”. Setiap kelompok bekerjasama
menyelesaikan masalah berikut:

a. berapakah peluang kegagalan mencanting satu kain batik?

b. tentukan peluang kegagalan mencanting per hari!

Alternatif Penyelesaian:

Permasalahan di atas, merupakan permasalahan kejadian binomial karena memi-
liki dua kemungkinan yaitu gagal dan sukses, dan dilakukan secara berulang.

a. Peluang kegagalan mencanting satu kain batik dapat dicari dengan cara sebagai
berikut. Mencanting satu kain batik dikatakan gagal jika terdapat satu pegawai
yang melakukan kesalahan dalam proses mencanting, sehingga peluang kegagal-
annya adalah % =0,33.

b. Peluang kegagalan mencanting batik per hari dapat dicari menggunakan fungsi
distribusi binomial berikut:

b(x;n,p) = (Z)px g *untuk x = 0,1,2,....n
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Peluang kegagalan mencanting batik pada hari ke-1.
Karena hasil mencanting sebanyak 10 kain, maka tidak terjadi kegagalan mencan-
ting artinya x = 0, sehingga

P0) = (1)) (0,33)° (0,67)" = 0,67 = 0,0182283780455 = 0,018.
Dengan cara yang sama, akan diperoleh rincian seperti pada Tabel 5.3.
Tabel 5.3. Peluang Kegagalan Mencanting
Hari Ke Hasil Mencanting Peluang Kegagalan

1 10 0,018
2 0,261
3 9 0,089
4 10 0,018
S 8 0,198
6 0,261

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik menyelesaikan masalah yang ada di Latihan Soal
5.2.

Latihan Soal 5.2

1. Temukanlah probabilitas bahwa pada pelemparan sekeping mata uang yang
seimbang tiga kali muncul
a. 3angka rupiah.
b. 3 gambar.

Alternatif Penyelesaian:

Menentukan probabilitas bahwa pada pelemparan sekeping mata uang yang seim-
bang tiga kali muncul apabila

a. 3 angka rupiah b(3;3,%)=( ;) (%)3 (Gypo=1

2) T3
Jadi probabilitas bahwa pada pelemparan sekeping mata uang yang seimbang
tiga kali muncul apabila muncul 3 angka rupiah adalah %

b. 3 gambar 5(3;3,.0)=(2) 1) Ay =1.

2/ 2
Jadi, probabilitas bahwa pada pelemparan sekeping mata uang yang seimbang
tiga kali muncul apabila muncul 3 gambar adalah é
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| 2. Keberhasilan memukul bola seorang pemain baseball sebesar 0,250. |
Berapa peluang dan nilai harapan ia berhasil tepat memukul sekali dalam 5
kesempatan berikutnya?

Alternatif Penyelesaian:

Peluang dan nilai harapan pemain baseball berhasil tepat memukul sekali dalam 5

kesempatan adalah b(l;S,ﬁ) = ( > )(2)1(£)5—1 =0,3955.

100/ \1/\100/ \100
Jadi, peluang ia berhasil tepat memukul sekali dalam S kesempatan berikutnya ada-
lah 0,3955.

4 N
3. Peluang seorang bayi belum divaksinasi rubela adalah 0,2. Suatu hari, ter-

dapat 6 bayi di posyandu. Tentukan peluang bahwa 4 dari 6 bayi belum di-

vaksinasi rubela!
g )

Alternatif Penyelesaian:

Jadi peluang 4 dari 6 bayi yang belum diimunisasi rubela adalah b(4;6;0,2) = (2)
(0,2)* (0,8)¢ = 0,0153.
e N
4. Sebuah survei menyatakan bahwa satu dari lima orang mengatakan mereka
menemui dokter dalam waktu yang tidak ditentukan. Jika 10 orang dipilih
secara acak, berapa peluang bahwa tiga dari mereka pergi ke dokter dalam
sebulan terakhir?

Alternatif Penyelesaian:

Jadi peluang tiga dari 10 orang yang sudah mengunjungi dokter dalam sebulan

terakhir adalah b(3;10,%)= ( 0 )(%)3@)10_3 =0,201.

| 5. Peluang seorang mahasiswa menyelesaikan studi pada sebuah unversitas
adalah 0,9. Jika terdapat 5 mahasiswa,
a. tentukan peluang bahwa tidak ada mahasiswa yang menyelesaikan

studi!

b. tentukan peluang bahwa hanya satu mahasiswa yang menyelesaikan
studi

c. tentukan peluang paling sedikit satu mahasiswa yang menyelesaikan
studi!

d. tentukan peluang semua mahasiswa menyelesaikan studi!
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Alternatif Penyelesaian:

Peluang seorang mahasiswa menyelesaikan studi pada sebuah unversitas adalah 0,9.
Jika terdapat S mahasiswa, maka

a. Carauntuk menentukan peluang bahwa tidak ada mahasiswa yang
menyelesaikan studi, adalah P(X=0) = (3 ) (0,9)°(0,1)° = 0,00001. Jadi,
peluang tidak ada mahasiswamahasiswa yang menyelesaikan studi adalah
0,00001.

b. Cara untuk menentukan peluang bahwa hanya satu mahasiswa yang
menyelesaikan studi adalah P(X=1) = ( i ) (0,9)' (0,1)* = 0,00045. Jadi,
peluang hanya satu mahasiswa mahasiswa yang menyelesaikan studi adalah
0,00045.

c. Carauntuk menentukan peluang paling sedikit satu mahasiswa yang
menyelesaikan studi adalah P(X >1) =1-P(X=0) = 0,99999. Jadi, peluang
paling sedikit satu mahasiswa mahasiswa yang menyelesaikan studi adalah
0,99999.

d. Carauntuk menentukan untuk peluang semua mahasiswa menyelesaikan
studi adalah P(X=5) = ( Z ) (0,9)° (0,1)° = 0,59049. Jadi, peluang semua
mahasiswa mahasiswa menyelesaikan studi adalah 0,59049.

| 6. Jika melemparkan sepasang dadu seimbang sebanyak 6 kali, maka
a. tentukan peluang memperoleh jumlah mata dadu 9 sebanyak dua kali!

b. tentukan peluang memperoleh jumlah mata dadu 9 paling sedikit dua
kali!

N )

Alternatif Penyelesaian:
Jika melemparkan sepasang dadu seimbang sebanyak 6 kali, maka

a. Jadi peluang memperoleh mata dadu dengan jumlah 9 sebanyak dua kali adalah
P(X=2)=( )(1)2(5)6_2 ~0,116.

6
2/\9 9

b. Jadi peluang memperoleh jumlah mata dadu 9 paling sedikit dua kali adalah

POC2)=()8)(8) + () () +()E) () + () &)+ (3

P(X22)= 61440 + 10240 + 960 + 48 + 1 =0’137
531441 531441 531441 531441 531441
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7. Seorang pesulap melakukan aksi sulapnya di hadapan penonton dengan
membagikan 4 amplop berisi kertas kosong yang harus diisi angka yang dipi-
lih oleh penonton. Amplop tersebut kemudian dikumpulkan kembali dan
pesulap berusaha menebak satu angka pilihan penonton dengan benar. Pe-
sulap sukses melaksanakan aksinya jika semua angka pilihan penonton ber-
hasil ditebak dengan benar.
a. berapakah peluang pesulap tersebut sukses melaksanakan aksinya?

b. tentukan nilai harapan pesulap tersebut menebak angka dengan benar!
g J

Alternatif Penyelesaian:

Pesulap dapat sukses melaksanakan aksinya jika semua angka pilihan penonton

berhasil ditebak dengan benar.

a. Peluang pesulap tersebut sukses melaksanakan aksinya adalah

PO=0=(1 &) G =) ) =000,

Jadi, peluang berhasilnya seorang pesulap menebak semua angka dengan benar
apabila pesulap membagikan 4 amplop kepada penonton adalah 0,0001.

b. Nilai harapan pesulap tersebut menebak angka dengan benar adalah

E(X)=np =(4)(55)=1

10/ 10°
Jadi, nilai harapan pesulap menebak angka dengan benar adalah %.

C. Distribusi Normal

Sebelum memulai aktiftas pembelajaran, guru diharapkan melakukan tes
diagnostik non kognitif dan tes diagnostik kognitif. Tes diagnostik kognitif dapat
dilakukan dengan tanya jawab berkaitan dengan mean atau rataan, variansi, dan
standar deviasi.

@ Ayo Mengingat Kembali

* Mean atau rataan suatu dataset adalah angka yang diperoleh dengan
mendistribusikan secara merata semua anggota dataset. Kalian dapat
menghitung rata-rata dengan menambahian semua nilai data dan
membaginya dengan jumlah total data.

* Varians adalah ukuran dispersi lain yang biasa digunakan untuk
menentukan distribusi data. Varians diperoleh dengan mengurangkan
setiap data dari mean.

e Standar deviasi atau standar deviasi adalah akar dari varians.
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@ Ayo Bereksplorasi

Eksplorasi 5.3

Guru meminta setiap kelompok yang telah dibentuk pada kegiatan Eksplorasi 5.3
untuk menganalisis beberapa kurva normal dan menuliskannya pada Tabel 5.4

yang tersedia. Maksud dari setiap gambar yang ada di buku peserta didik adalah

sebagai berikut.

Tabel 5.4 Alternatif Jawaban Kegiatan Eksplorasi 5.4

1
Gambear 5.1. Kurva Normal

H1 M2

Gambar 5.2. Dua Kurva Normal

M1 = H2
Gambar 5.3. Dua Kurva Normal

H1 ﬂz

Gambar 5.4. Dua Kurva Normal

Kurva normal memiliki sebaran
peluang yang sangat bergantung pada
parameter rataan () dan simpangan

baku (o).

Jika dilihat dengan saksama, maka kedua
kurva ini memiliki bentuk yang sama.
Hal ini dapat dilihat pada simpangan
baku yang sama namun titik tengahnya
(rataan) terletak ditempat berbeda
disepanjang sumbu-x sehingga u <u,dan
0,=0,.

Jika melihat gambar 5.3, kedua kurva
ini memiliki bentuk yang berbeda,

hal ini dapat dilihat pada simpangan
bakunya namun titik tengahnya (rataan)
terletak ditempat yang sama disepanjang
sumbu-x sehingga . =, dan o <o,

Jika dilihat makamelihat Gambar 5.4,
kedua kurva ini memiliki bentuk yang
berbeda, hal ini dapat dilihat pada
simpangan baku dan titik tengahnya
(rataan) terletak ditempat yang berbeda
disepanjang sumbu-x sehingga u <u,
dan o <o,
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Selanjutnya, peserta didik diarahkan untuk mendiskusikan hasil yang diperoleh

Ayo Berdiskusi

Kesimpulan yang di peroleh dari kegiatan Eksplorasi 5.3 adalah kurva normal
bergantung pada rataan () dan simpangan baku (o).

1. Fungsi Distribusi Normal

Untuk memahami distribusi normal, guru dapat menjelaskan mengenai fungsi
distribusi normal dan sifat-sifat kurva normal. Guru dapat menggunakan Contoh
Soal 5.6. Selanjutnya, peserta didik mengerjakan Latihan Soal Terbimbing 5.7 dan
5.8 . Hasil yang diperoleh peserta didik kemudian menjadi bahan diskusi kelas.

@ Ayo Mencoba

Latihan Soal Terbimbing 5.7

Nilai rata-rata kelas (NMR) siswa yang mengikuti tes matematika harian
berdistribusi normal dengan rata-rata 2,1 dan standar deviasi 0,8. Tentukan
peluang siswa tersebut memiliki NMR antara 2,5 dan 3,5!

\

J
Alternatif Penyelesaian:
Langkah pertama adalah menentukan nilai z = %.
e 25-21 3521
Nilai-nilai z padanan x = 2,5 dan x, = 3,5 adalah z, = Y 0,5dan z, = 0

= 1,75. Selanjutnya, peserta didik menggambarkan kurvanya untuk mengetahui
posisi z, dan z,. Dengan demikian, P(25<x<3,5)=P(0,5<Z<1,75).

Nilai P (0,5 < Z < 1,75) diberikan dioleh
daerah gelap dalam Gambar 5.5. Luas ini
dapat diperoleh dengan mengurangi luas
daerah di sebelah kiri 2z = 0,5 dengan luas
daerah di sebelah kiri z = 1,75. Guru dapat
melihat tabel distribusi normal yang ada pada

lampiran buku ini, untuk menentukan luas 0,5 1,75 z

daerah di sebelah nilai 2 1 dan z 5 Gambar S.5. Luas Daerah Distribusi
Normal untuk P (0,5<Z<1,75)
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Untuk z, = 0,5, pada arah menurun kita cari 0,5 dan arah ke kanan kita cari 0,00
diperoleh P(Z < 0,5) = 0,6915.
Untuk z, = 1,75, pada z arah menurun kita cari 1,7 dan arah ke kanan kita cari 0,05
diperoleh P(Z < 1,75) = 0,9599, maka
P(2,5<X<3,5) = DP(0,5 < Z<1,75) = P(Z < 1,75) - P(Z < 0.5).
P(2,5<X<3,5)=0,9599 - 0,6915 = 0,2684.
Jadi, peluang siswa tersebut mencapai NMR antara 2,5 dan 3,5 adalah 0,2684.

Ve N
Latihan Soal Terbimbing 5.8
Asumsikan berat rata-rata bayi yang baru lahir adalah 3.500 gram dengan
simpangan baku 225 gram. Tentukan peluang bayi lahir dengan berat antara
- 3200 gram dan 4000 gram!
o

/
Alternatif Penyelesaian:
Dengan menerapkan cara yang sama pada
Latihan Soal Terbimbing 5.7, diperoleh
z,= 3.20(;2.5002 ~1,33danz,= 4.00(;;.500 =220
Dengan demikian P(3.200 < x < 4.000) = P
(-133<Z<2,22). D133 277 2

Nilai P(3.200 < x < 4.000) diberikan oleh
daerah gelap dalam Gambar 5.6.
Berdasarkan tabel normal baku, diperoleh
informasi sebagai berikut.
Untuk z,= -1,33, diperoleh bahwa P(Z > -1,33) = 0,9082 - 0,5 = 0,4082.
Untuk z, = 2,22, diperoleh bahwa P(Z < 2,22) = 0,9868 - 0,5 = 0,4868, schingga
P(3.200 < X < 4.000) = P(-1,33<Z<2,22)= P(Z <2,22) + P(Z > -1,33).
P(3.200 < X < 4.000) = 0,4868 + 0,4082 = 0,8950.
Jadi, peluang bayi lahir dengan berat antara 3.200 gram sampai 4.000 gram adalah
0,8950.

Guru mengarahkan peserta didik untuk membentuk kelompok pada kegiatan
Ayo Berpikir Kritis berikut. Setiap kelompok diarahkan untuk menyelesaikan Ayo
Berpikir Kritis dan mendiskusikan dengan kelompok lain dengan mencermati
Gambear 5.6.

Gambar 5.6. Luas Daerah Distribusi
Normal untuk P (-1,33<2<2,22)

P
_ Kunjungi laman bttps://mathcracker.com/
standard-normal-distribution-probability-
caleulator untuk membantu menggambarkan
L kurva distribusi normal.
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2. Nilai Harapan Distribusi Normal

Secaraberkelompok, peserta didik melengkapilangkah-langkah untuk menemukan
nilai harapan distribusi normal agar memahami nilai harapan distribusi normal.
Guru dapat memberikan arahan jika peserta didik mengalami kesulitan.

Nilai harapan pada distribusi normal diperoleh dari:

[ [ L S e
E(X)—j_wxf(x)dx— J._wxﬁe dx=ﬁj._wxe dzx.
Misalkan ¢ = %, maka x = ot+p dan dx = odt, dan 2% = (ot+p)* = 0>+ 20tp + p2.

n

o _L(zm)?
Dengan menyubstitusikan ke persamaan £(X) = \/21% J_ xe H=) dx, diperoleh

_1p2

—_ 1 “ Zt
E(X)= — I_w(0t+u)e odt.

_ o [Tyt w7 e [t
E(X)‘mj_wte dt+ﬂ_|._we dt—m‘[_wte dt +u.

Misalkan z = 3 2 maka dz = ¢ dt. Dengan menyubstitusikan dz = ¢ d, diperoleh

oo oo

R

z

E(X)

fdz+u=—e"
27

(¢
~ Von e Jox
Guru dapat menggunakan beberapa contoh seperti Contoh Soal 5.5 agar peserta
didik lebih memahami nilai harapan distribusi normal. Selanjutnya, peserta didik
mengerjakan Latihan Soal Terbimbing 5.9 dan 5.10 . Hasil yang diperoleh peserta
didik kemudian menjadi bahan diskusi kelas. Guru mengajak peserta didik untuk
berpartisipasi aktif dalam diskusi.

e

Latihan Soal Terbimbing 5.9

Nilai rata-rata kelas (NMR) siswa yang mengikuti tes matematika harian
berdistribusi normal dengan rata-rata 2,1 dan standar deviasi 0,8. Tentukan

nilai harapan siswa tersebut mencapai NMR 2,7!
NG )

Alternatif Penyelesaian:

Nilai harapan siswa tersebut mencapai NMR 2,7 adalah £(2,7) =2,1.
Jadi, nilai harapan bahwa X mengambil sebuah nilai 2,1.

Ve N
Latihan Soal Terbimbing 5.10

Asumsikan berat rata-rata bayi yang baru lahir adalah 3.500 gram dengan
simpangan baku 225 gram. Tentukan nilai harapan bayi lahir dengan berat

. 3.750 gram!
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Alternatif Penyelesaian:

Nilai harapan bayi lahir dengan berat 3.750 gram adalah £(3.750) =3.500.
Jadi. nilai harapan bahwa X mengambil sebuah nilai 3.500.

@ Ayo Mencoba

Pada kegiatan ini, peserta didik diarahkan untuk menyelesaikan masalah yang ada
di Latihan Soal 5.3.
-

- N
Latihan Soal 5.3
1. Sebuahsekolah memilikisiswalaki-laki dengan beratbadan yangberdistribusi
normal dengan berat badan rata-rata 61 kg dan simpangan baku 2 kg. Jika
seorang guru olahraga akan memilih siswa laki-laki untuk mengikuti lomba
gulat antar provinsi yang mengharuskan berat badan pesertalomba di antara
58 kg dan 63 kg, maka tentukan peluang siswa untuk mengikuti lomba gulat

| berdasarkan berat badannya! |
A //

Alternatif Penyelesaian:

Peluang siswa untuk mengikuti lomba gulat berdasarkan berat badannya dapat
ditentukan dengan cara sebagai berikut.

Peluang berat badan mereka akan berada
diantara 58 kg dan 63 kg dinotasikan dengan
P(58< X <63)=P(-15<Z<1).

Kurva distribusi normalnya ditunjukkan -1,5 1 Z
Y )
pada Gambar S.7. Gambar 5.7. Luas Daerah Distribusi

N 1 k P(-1,5<Z
Dari tabel nilai Z untuk skor 1,5 dan 1 ormal untuk P(~1,5<Z<0)
diperoleh P (-1,5 < Z <0) = 0,4332 dan
P(0<Z<1)=0,3413,

Untuk luas daerah yang diarsir, dituliskan
P (-1,5<Z<1) = P (-1,5<Z<0) + P(0<Z<1)
=0,4332 + 0,3413 = 0,7745.

Jadi, peluang siswa untuk mengikuti lomba gulat berdasarkan berat badannya
adalah 0,7745.
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Ve ™\
2. Baterai otomotif memiliki umur rata-rata 3 tahun dengan standar deviasi
0,5 tahun.
a. Tentukan peluang bahwa baterai akan bertahan kurang dari 2,3 tahun!
b. Tentukan nilai harapannya!

Alternatif Penyelesaian:

Nilai z untuk jenis baterai otomotif rata-rata
berumur 3 tahun dengan simpangan baku 0,5
tahun adalah Z = X% _ %;3 =—1,4.

(¢}

Kurva distribusi normalnyé ditunjukkan oleh

Gambar 5.8.

a. Jadi, peluang suatu baterai akan berumur
kurang dari 2,3 tahun adalah -1.4 Z
P(X < 2,3) = P(Z<—1,4) =0,0808. Gambear 5.8. Luas Daerah Distribusi

b. Jadi nilai harapan adalah E(X) = p. maka Normal uncuk P (Z<-1,4)
E(X)=3.

e N

" 3. Sebuah perusahaan elektronik memproduksi bohlam dengan masa pakai
terdistribusi normal dengan rata-rata 800 jam dan simpangan baku 40 jam.
a. Tentukan peluang bohlam padam antara 778 dan 834 jam!

b. Tentukan nilai harapannya!
9 )

Alternatif Penyelesaian:

a. Peluang bohlam dapat menyala antara 778 dan 834 jam dapat ditentukan
dengan cara sebagai berikut.

2, =00 =—0,55 dan Z, = 8480 - 0,85,

Kurva distribusi normalnya ditunjukkan
oleh Gambar 5.9.

Tabel nilai Z untuk skor -0,55 dan 0,85
adalah

P(778< x < 834) = (-0,55 < Z < 0,85).

P(778<x < 834) = P(Z < 0,85)-(Z <~0,55).
H(778<x < 834)=0,8023-0,2912=0,5111.
Jadi, peluang bohlam dapat menyala antara 778 dan 834 jam adalah 0,5111.

0,55 0,85 F4

Gambar 5.9. Luas Daerah Distribusi
Normal untuk P (-0,55<Z<0,85)

b. Nilai harapan dapat ditentukan dengan cara sebagai berikut.
(X) = u maka £(X) = 800. Jadi nilai harapannya adalah 800.
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4. Tinggi rata-rata anjing jenis pudel tertentu adalah 30 cm dan standar
deviasinya adalah 4,1 cm.
a. Tentukan persentase pudel yang tingginya lebih dari 35 cm !
b. Tentukan peluang harapannya!

Alternatif Penyelesaian:

a. DPersentase anjing pudel memiliki tinggi lebih dari 35 cm dapat ditentukan
sebagai berikut:

Nilai z tinggi anjing pudel yang melebihi E
35 c¢m adalah Z=%=1,34 cm. Kurva :

distribusi normalnya, ditunjukkan oleh

Gambar 5.10.
tabel nilai Z untuk skor 1,34 seperti berikut 1,34 Z
P(X >35,5) = P(Z >1,34). Gambar 5.10. Luas Daerah Distribusi
— l—P(Z <1’34). Normal untuk P (Z >1,34)
=1-0.9099.
=0.0901.

Jadi persentase anjing pudel jenis tersebut memiliki tinggi lebih dari 35 cm

adalah 9%.

b. Cara untuk menentukan nilai harapan adalah sebagai berikut.

E(X) = p maka E(X) = 30. Jadi nilai harapannya adalah 30.

J

-
S. Berdasarkan data dari game online, waktu bermain harian pemain
berdistribusi normal dengan standar deviasi 37 menit, dan 14% pemain

bermain game on/ine lebih dari 230 menit setiap hari. Tentukan rata-ratanya!
/

Alternatif Penyelesaian:

Diketahui z harus bernilai positif karena
0,14 < 0,50. E
Dapat dituliskan E

P(Z>2)=P(Z>0)-P(0<Z<2). |
0,14=0,5-P(0< Z< 2). '

P(0 <Z < 2) = 0,36. z ?
. . _ Gambar 5.11. Luas Daerah Distribusi
Dari tabel Z diperoleh bahwa skor z = 1,08 Normal untuk P (Z >2)

(dibulatkan).
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Mencari nilai rata-rata p.

Z =2
(&)
1,08=224
’ 37

w = 230—(1,08x37).
u = 230-39,96 =190,04.

Jadi, rata-rata pemain bermain game online tersebut adalah 190,04.

Ve N
6. Mesin minuman ringan diatur untuk mengeluarkan rata-rata 200 milimeter

per cangkir. Bila banyaknya minuman yang dikeluarkan itu menyebar

normal dengan simpangan baku 15 milimeter.

a. Berapa banyak cangkir (dalam persentase) yang berisi lebih dari 224 mi-
limeter?

b. Berapa peluang sebuah cangkir berisi antara 191 dan 209 milimeter?

c. Berapa cangkir diantara 1000 cangkir berikutnya yang akan tumpah me-

luap bila cangkir-cangkir itu berukuran 230 milimeter?
NG J

Alternatif Penyelesaian:

Misalkan X adalah variabel acak yang

menyatakan banyaknya air yang dikeluarkan

oleh mesin, maka 7 = X X-200
c 15

a. Menentukan banyak cangkir (dalam

persentase) yang berisi lebih dari 224

milimeter adalah sebagai berikut.

7 = 2242200 _1 ¢ 1,6 z
Cek tabel nilai 1ZS Gambar 5.12. Luas Daerah Distribusi
Normal untuk P (Z >1,6)
P(X >224) =P(Z>106).
=1-P(Z <1,6).
=1-0,4452.
=0,5548.

Jadi, banyak cangkir (dalam persentase) yang
berisi lebih dari 224 milimeter adalah 55%.

b. Menentukan peluang sebuah cangkir 0.6 1.6 2
berisi antara 191 dan 209 milimeter adalah

. . Gambar 5.13. Luas Daerah Distribusi
sebagai berikut.

Normal untuk P (-0,6 < Z < 0,6)
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1 15
Dari tabel nilai Z diperoleh

P(191 < X £209) = P(191< X <0) + P(0< X <209).
P(191< X <209)=P(-0,6<Z<0)+ P(0<Z <0,6).

=0,2257 + 0,2257 = 0,4514.
Jadi, peluang sebuah cangkir berisi antara 191 dan 209 milimeter adalah 0,4514.

7 =120 - 6 dan Zz = % =0,6.

¢. Menentukan cangkir diantara 1000 cangkir
berikutnya yang akan tumpah meluap bila
cangkir-cangkir itu berukuran 230 milimeter

adalah sebagai berikut.
7 = 2302200 _ 5
15
Untuk mengecek tabel nilai Z 2 F4
P(X > 230) = l—P(X < 230) Gambar S.14. Luas Daerah Distribusi

= l_P(Z < 2)_ Normal untuk P(Z > 2)
=1-0,97772.
=0,0228.

Jadi, jumlah cangkir yang akan tumpah
adalah 1000 x 0,0228 = 22,8 ~ 23.

d. Menentukan banyaknya mendapatkan
25% cangkir-cangkir yang berisi sedikit
adalah sebagai berikut

P(Z <z)=0,25. Dari tabel distribusi 2
diperoleh z = -0,67.

0,67 F4

Gambar 5.15. Luas Daerah Distribusi
Normal untuk P(Z <-0.67)

7 X
-
_0.67 = X=200
’ 15
(~0,67)(15) = X-200.
-10,05 = X-200.
X =189,95.

Jadi, akan mendapatkan 25% cangkir-cangkir yang berisi sedikit adalah 189,95.

7. Skor IQ dari 600 calon mahasiswa di sebuah universitas berdistribusi
normal dengan rata-rata 115 dan standar deviasi 12. Jika perguruan tinggi
membutuhkan skor IQ minimal 95, tentukan berapa banyak siswa yang
akan ditolak atas dasar ini, terlepas dari kualifikasi mereka yang lain!
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Alternatif Penyelesaian:

Menentukan banyaknya mahasiswa yang
akan ditolak tanpa memperhatikan kualifikasi
mereka yang lain adalah sebagai berikut.

/= % = 2. Perhatikan Gambar 5.16

Cek tabel nilai Z

P(X<95) = P(Z < -1,67) = 0,0475 = 4,75%. -1.67 z
Jadi, peluang mahasiswamahasiswa yang  Gambar 5.16. Luas Daerah Distribusi
akan ditolak adalah Normal untuk P(Z <-1.67)
P=P(X<95)xn="22x600=285.

Jadi, banyaknya calon mahasiswa yang akan
ditolak tanpa memperhatikan kualifikasi yang
lain adalah antara 28 orang sampai 29 orang.

‘// ;\\
8. Dua peserta didik diberitahu bahwa mereka memperoleh nilai baku ma-
sing-masing 0,8 dan -0,4 pada suatu ujian pilihan ganda pada mata pela-
jaran matematika. Jika nilainya masing-masing adalah 88 dan 64, tentukan

rerata dan nilai baku dari nilai ujian!

N\ J

Alternatif Penyelesaian:

Dengan menggunakan persamaan X = w + 2o, untuk peserta didik pertama (1)
88 = u + 0,8 o, untuk peserta didik kedua (2) 64 = . — 0,4 ¢. Jawaban (1) dan (2),
menghasilkan nilai tengah p. = 72 dan simpangan baku ¢ = 20.

Jadi, nilai tengah w = 72 dan simpangan baku o = 2.0.

N
Interaksi Guru dengan Orang Tua

I:L'&_Eél! Guru memberitahukan kepada peserta didik, bahwa mereka belajar
di rumah untuk mengerjakan tugas pada Buku Siswa Latihan Soal 5.1
sampai Latihan Soal 5.3 dan Uji Kompetensi bersama orang tua atau wali
murid. Guru memberi tahu orangtua atau wali murid untuk mengingat-
kan, membimbing, dan mengawasi putra-putrinya untuk mengerjakan
tugas di rumah, serta memberi paraf pada hasil kerjanya. Dijelaskan pula
bahwa yang harus dilakukan orang tua adalah membimbing, bukan me-
ngerjakan tugas. Interaksi ini dapat dilakukan melalui pertemuan, sms,
telepon, grup media sosial, atau buku penghubung. Jika orang tua belum

jelas cara membimbingnya dipersilakan menghubungi guru.
g J
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Uji Kompetensi

e N
1. Dalam suatu organisasi terdapat ketua, wakil ketua, sekretaris, dan

bendahara. Tentukan peluang seragam terpilihnya 4 orang dari 6 orang

kandidat!

Alternatif Penyelesaian:

Carauntuk menentukan peluang seragam terpilihnya 4 orang dari 6 orang kandidat
adalah sebagai berikut: f(x;15) = % untuk x =1,2,3,...,15.

Jadi, peluang terpilihnya 64 orang yang akan dipilih 4 dari 6 orang secara
randomacak adalah %

a. paling sedikit satu anak laki-laki!

J 2. Tentukan peluang bahwa dalam sebuah keluarga dengan 4 anak terdapat: |
b. paling sedikit satu anak laki-laki dan satu anak perempuan!

Alternatif Penyelesaian:

a. menentukan peluang paling sedikit satu anak laki-laki.
D adalah peluang sukses, dikatakan sukses apabila memiliki anak laki-laki dengan
peluang memiliki satu anak laki-laki adalah % Jika X adalah kejadian memiliki
anak laki-laki, maka dengan distribusi binomial diperoleh.

Porn-(IF R PP -3

T i 2] \2 4
PR -2 PO

P(X 2 1) = P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) + P(X=4).

1,3,1,1_15
P<X21)_4+8+4+16 16 °

Jadi, peluang terdapat paling sedikit satu anak laki-laki adalah i—z

b. Menentukan peluang paling sedikit satu anak laki-laki dan satu anak perempuan
(misalkan P). = 1-P (tanpa laki-laki)-P(tanpa perempuan) = 1-7-—1-=¢.

Peluang terdapat paling sedikit satu anak laki-laki dan satu anak perempuan e

3. Disuatu kecamatan terdiri dari antara 2000 kepala keluarga. Diketahui ma-
sing-masing keluarga memiliki 4 orang anak:.
a. Tentukan harapan memiliki anak paling sedikit satu laki-laki!
b. Tentukan harapan memiliki dua anak laki-laki!
c. Tentukan harapan memiliki satu atau dua anak perempuan!
d. Tentukan harapan tidak memiliki anak perempuan!

Buku Panduan Guru
Matematika Tingkat Lanjut untuk SMA/MA Kelas XII




Alternatif Penyelesaian:

Diketahui terdapat 2000 keluarga dengan masing-masing 4 orang anak.

a.

b.

C.

d.

-
4. Dari 200 siswa yang mengikuti ujian matematika di suatu sekolah, rata-rata

\_

Harapan keluarga dengan paling sedikit 1 anak laki-laki = 2000%= 1875.
Harapan banyaknya keluarga dengan 2 anak laki-laki adalah 2000 x P(2 laki-
laki) = 2000 (5) = 750.

P(1 atau 2 perempuan) = P(1 perempuan)+P(2 perempuan).

P(1 atau 2 perempuan) = P(1 laki-laki)+P(2 laki-laki) = 7 +3 = 2.

Harapan banyaknya keluarga dengan 1 atau 2 perempuan = 2000 (%) =1250.
Harapan banyaknya keluarga tanpa perempuan = 2000(%) =125.

N

skornya adalah 60 dan simpangan bakunya adalah 10. Jika distribusi skornya

normal, maka

a. tentukan persentase siswa yang mendapat A, jika nilai > 80!

b. tentukan persentase siswa yang mendapat nilai C, jika nilai C terletak
pada interval 56 < C <68!

c. tentukan persentase siswa yang mendapat nilai E jika nilai < 45!

d. tentukan nilai harapannya!

A

Alternatif Penyelesaian:

a.

menentukan persentase siswa yang
mendapat A jika nilai >80 adalah sebagai

berikut.
_80-60 _
Z = T 2.
Perhatikan Gambar 5.17, 2 z
P(X 2 80) = P(Z 2 2)' Gambar 5.17. Luas Daerah Distribusi

=1-0,9772. Normal untuk P(Z = 2)

=0,0288 = 2,28%.
Jadi persentase siswa yang mendapat A
adalah 2,28%.

Menentukan persentase siswa yang
mendapat nilai C, jika nilai C terletak
pada interval 56 < C < 68 adalah sebagai
berikut.

Z1 =561_—060=—0,4 dan Zz =681;060=0,8.

-0,4 0,8 F4

Gambar 5.18. Luas Daerah Distribusi
Normal untuk P(-0,4< Z <0,8)
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P(56< X <68) = P(-0,4< Z <0,8).
=P(Z<0,8)-P(Z<-0,4).
= 0,4435 = 44,35%.

Jadi persentase siswa yang mendapat C

adalah 44,35%.

c. Menentukan persentase siswa yang
mendapat nilai E jika nilai < 45 adalah
sebagai berikut.

7 = 45-60 _ -15
10 7
Perhatikan Gambar 5.19
P(X < 45) = P(Z < —1,5). Gambar 5.19. Luas Daerah Distribusi
— 0.0688 Normal untuk P( Z <-1,5)
= 6,68%.
Jadi persentase siswa yang mendapat nilai E adalah 6,68%.

d. Jadi nilai harapannya adalah £(X) = 60.

5. Nilai rata-rata ujian mata pelajaran matematika adalah 60 dengan variansi
64. Ditentukan bahwa peserta ujian memperoleh nilai A jika nilai minimal
80. Peserta ujian akan mendapat nilai B jika nilai paling sedikit 65 dan kurang
dari 80. Peserta harus mengikuti ujian perbaikan jika nilainya kurang dari
65. Bila distribusi nilai ujian ini mendekati distribusi normal dan seorang
peserta dipilih secara acak.

a. Tentukan peluang bahwa peserta itu memperoleh nilai A!
b. Tentukan peluang bahwa peserta itu memperoleh nilai B!
c. Tentukan peluang bahwa peserta itu harus ikut ujian perbaikan!

Alternatif Penyelesaian:

a. Menentukan peluang peserta yang dipilih memperoleh nilai A adalah sebagai
berikut.

Nilai A didapatkan jika nilai peserta yaitu E
X = 80. E
Ambil X = 80 sehingga diperoleh E
Z=XH_50-00_5 27 50 '

G 8 2 : 2,5 z
Perhatikan Gambar 5.20,
. . Gambar 5.20. Luas Daerah Distribusi
Dengan demikian, diperoleh Normal untuk P( Z> 2,50)
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P(X >80) = P(X > 80).
=P(Z >2,50).
=P(Z>0)-P(0< Z <2,50).
=0,5-0,4938 = 0,0062.
Jadi, peluang peserta yang dipilih memperoleh nilai A adalah 0,0062.

b. Menentukan peluang peserta yang dipilih memperoleh nilai B adalah sebagai
berikut.

Nilai B didapatkan jika nilai peserta berada
pada interval 65 <X <80.

Ambil X =65 sehingga diperoleh

Z,= Xo—1 _ 80-60 _ 522,50,

(¢ 8 2
Dengan demikian, diperoleh 0,63 25 =z
P(65< X <80) _ P(GS < X< 80). Gambar 5.21. Luas Daerah Distribusi

Normal untuk P (0,63 < Z < 2,50)
= P(0,63 < Z < 2,50).

P(65< X <80)=P(0< Z<2,50) - P(0<Z<0,63).
P(65< X <80) = 0,4938 — 0,2357.
=0,2581.
Jadi, peluang peserta yang dipilih memperoleh nilai B adalah 0,2581.

c. Menentukan peluang peserta yang dipilih
mengikuti ujian perbaikan adalah sebagai
berikut.

Nilai pesertayang mengikuti ujian perbaikan
yaitu X < 65.

Ambil X = 65 sehingga diperoleh 0,63 2
7 = X _ 6560 _ 5 0.63 Gambear 5.22. Luas Daerah Distribusi
c 8 g 7 Normal untuk P(Z < 0,63)

Seperti dalam Gambar 5.22
P(X <65)=P(Z<0,63).
=P(Z<0)+ P(0<Z<0,63).
=0,5 + 0,2357.
=0,7357.
Jadi, peluang peserta yang dipilih mengikuti ujian perbaikan adalah 0,7357.
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Tabel 5.5

Lampiran Tabel Distribusi Normal 2

Kumulatif sebaran frekuensi normal
(Area di bawah kurva normal baku dari 0 sampai z)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359
0.1 | 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 | 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
03 | 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
04 | 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879

05 | 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 | 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 | 02580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 | 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
09 | 03159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389

1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621
1.1 | 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
13 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 | 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319

15 | 04332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441
1.6 | 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 | 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 | 04641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
1.9 | 04713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767

2.0 | 04772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817
2.1 | 04821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
2.2 | 04861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
23 | 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
24 | 04918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936

25 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952
2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
2.8 | 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986

3.0 | 04987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
3.1 | 04990 0.4991 0.4991 0.4991 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4993 0.4993
3.2 | 04993 0.4993 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995
3.3 | 04995 0.4995 0.4995 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997
3.4 | 04997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998

3.5 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998
3.6 0.4998 0.4998 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999
3.7 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999
3.8 | 04999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999
3.9 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
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asimtot

sebuah garis yang sedemikian rupa
sehingga jarak antara kurva dan garis
tersebut mendekati nol seiring x atau y
(salah satu atau keduanya) mendekati

tak hingga.

aturan rantai
kaidah menurunkan suatu fungsi kom-
posisi.

bentuk tak tentu
bentuk tak tentu meliputi 0/0, co/cc,
cotoo, 00, co®.

cosinus
cosinus suatu sudut dalam segitiga si-
ku-siku adalah perbandingan antara sisi
yang berseberangan dengan sudut itu
terhadap hipotenusa.

distribusi binomial
distribusi suatu fungsi peluang dari n
kali percobaan yang menghasilkan 2
peluang yang saling bebas yang bernilai

tetap dalam setiap percobaan.

distribusi normal
distribusi peluang kontinu yang pent-
ing dalam analisis statistik parametrik.
elips
himpunan titik-titik yang jaraknya ter-
hadap dua titik tertentu selalu sama,

kedua titik tertentu tersebut adalah titik
fokus.

fungsi aljabar
fungsi yang terdiri dari fungsi polino-
mial, fungsi rasional, dan fungsi akar.
fungsi distribusi
suatu fungsi yang berhubungan dengan
peluang suatu kejadian yang terdefi-
nisikan dalam variable randomacak.

fungsi kontinu
fungsi yang terdefinisi dalam domainnya
dan mempunyai limit yang bernilai sama
dengan nilai fungsinya.

fungsi peluang
suatu fungsi yang berhubungan dengan
peluang suatu kejadian dengan syarat
nilai fungsinya tak negatif dan fungsi
kumulatifnya sama dengan 1.

fungsi trigonometri
fungsi yang terdiri dari bentuk trigono-
metri seperti sinus, cosinus, tangen dan
sebagainya.

garis direktris
garis arah

garis singgung
garis lurus yang menyinggung sebuah
kurva pada sebuah titik.

hiperbola
sebuah kurva yang terbentuk dari perpo-
tongan dua kerucut yang saling berhada-
pan dengan sebuah bidang yang memo-
tong setengah dari kerucut tersebut
integral
antiturunan.
jumlahan reimann
salah satu cara menentukan integral ten-
tu.

kedudukan garis
kedudukan suatu garis terhadap ling-
karan (menyinggung, memotong, tidak
menyinggung dan tidak memotong).

kedudukan titik
kedudukan suatu titik terhadap ling-
karan (di luar, di dalam, dilalui).
kejadian
kumpulan dari satu atau lebih hasil
suatu percobaan.
kemiringan
koefisien arah suatu garis lurus.
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latus rectum
garis yang melalui titik fokus dan tegak
lurus dengan sumbu mayor pada elips.
limit
pendekatan.
lingkaran
tempat kedudukan titik-titik yang jarak-
nya sama terhadap titik pusat.

nilai maksimum
nilai fungsi saat mencapai titik maksi-
mum.

nilai minimum
nilai fungsi saat mencapai titik mini-
mum.

parabola
tempat kedudukan titik-titik yang jarak-
nya selalu sama terhadap titik fokus, dan
garis direkeriks.

peluang
suatu nilai yang menyatakan kemungk-
inan terjadinya suatu kejadian

persamaan
kalimat matematika yang dihubungkan
dengan tanda sama dengan (=).

ruang sampel
himpunan semua hasil yang mungkin
dari suatu percobaan.

sinus
sinus suatu sudut merupakan perband-
ingan antara sisi yang berhadapan den-
gan sudut dengan hipotenusa pada segi-
tiga siku-siku.

sumbu fokal
garis lurus yang menghubungkan kedua

titik fokus elips.

sumbu mayor
diameter terpanjang elips, yaitu garis
yang melalui pusat dan kedua fokus
elips dan berakhir pada titik terjauh
elips terhadap pusatnya.

sumbu minor
diameter terpendek elips, yaitu garis
yang melalui pusat dan kedua fokus
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elips dan berakhir pada titik terdekat
elips terhadap pusatnya.

tangen
tangen suatu sudut merupakan per-
bandingan antara sisi yang berhadapan
dengan sudut dengan sisi yang berse-
berangan dengan sudut itu pada segitiga
siku-siku.

titik balik maksimum
salah satu titik stasioner dengan ciri kur-
va cekung ke bawah sehingga pada titik
tersebut kurva berubah dari naik men-
jadi turun.

titik balik minimum
salah satu titik stasioner dengan ciri
kurva cekung ke atas sehingga pada titik
tersebut kurva berubah dari turun men-
jadi naik.

titik belok
salah satu titik stasioner yang mengaki-
batkan adanya perubahan kurva dari ce-
kung ke atas menjadi cekung ke bawah
atau sebaliknya.

titik potong
suatu titik hasil perpotongan garis atau
kurva.

titik stasioner
suatu titik yang berhenti dari naik atau
turun, disebut juga titik diam.

turunan
laju perubahan nilai suatu fungsi terha-
dap variabelnya atau peubahnya.

uji turunan
salah satu pengujian turunan pertama
dan kedua dalam aplikasi turunan.

variabel acak
suatu fungsi yang memetakan setiap tit-
ik pada ruang sampel terhadap bilangan
real.

variabel
karakteristik yang menunjukkan va-
riasi atau sesuatu yang nilainya beru-

bah-ubah.
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